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摘要

本文提出质量作用原理, 即物质粒子会受到时空中普遍存在的时空子
的碰撞作用而做无规则无摩擦的布朗运动。每一次作用过程中粒子作用量

的改变都是普朗克常数 h 的整数倍。物质粒子在时空子的碰撞作用下的运

动是一个马尔科夫过程。物质粒子的质量属性是时空子与其碰撞所呈现出

来的统计属性, 它刻画物质粒子在时空中扩散的难易程度。在质量作用原理
框架下推导出量子力学的全部重要内容，证明了质量作用原理是量子力学

的起源。时空子对物质粒子的随机碰撞导致了物质粒子去毫无差错地执行

一切量子力学公理，从而时空子充当了物质粒子一切微观行为的监督者和

牧者。更进一步，本文解决了最新实验中缪子反常磁矩和标准模型理论值

不符合的世界性难题，并同时自洽解释了缪子的寿命修正。在质量作用原

理框架下，我们全面探讨了哥本哈根诠释对量子力学理论体系是不必要的，

并发现麦克斯韦的经典电磁理论不像前人所认为的不适用于微观世界。关

键在于必须结合布朗运动和经典电磁理论，才能彻底解决原子核外电子不

辐射电磁波的疑难。
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1 引言

1.1 时空涨落，时空子和质量作用原理

我们认为，时空本身的涨落是普适的。我们定义时空的能量涨落为时

空子。在此图景下，粒子被分为两类：一类是与时空子有相互作用的物质

粒子1；另一类是在时空中自由穿行的无质量粒子。对于物质粒子而言，时

空子会与其发生碰撞，改变粒子的瞬时运动状态。物质质量的实质是时空

中的随机碰撞而呈现出来的统计性质。不同的粒子在相同的时空环境中的

运动状态的改变的难易程度是不一样的。这事实上反过来定义了粒子的某

种惯性属性。这种惯性属性具有质量量纲（在随后我们在由质量作用原理

推导出薛定谔方程时，我们看到这种惯性属性恰恰就是粒子的统计惯性质

量）。粒子在受到时空子的作用之后其运动会呈现出无规则的布朗运动。我

们认为，这种随机的布朗运动就是粒子的随机性质的来源，也就是粒子的

量子性的来源。在质量作用原理的框架中，光子成为 2+1 维规范场霍普夫
链激发的表示及其霍奇对偶，光子不仅交换电磁相互作用，而且交换自旋

的信息。这解释了正负电子对的湮灭条件，不仅是电荷相反还有自旋相反。

在现代物理中，自旋和电荷是独立的物理量。然而，自旋具有磁矩导致自旋

和电磁的相互作用之间互相影响。这个明显的矛盾在质量作用原理框架中

自洽地解决了。

我们认为质量粒子的量子性本质上是时空涨落的结果，它的涨落本质

上也是量子化的。我们把时空中涨落的能量称为时空子。时空子是无质量

无自旋的标量粒子。身处时空中的粒子就自然的会受到时空子的冲击，这

种冲击作用使得粒子做无规则的布朗运动。之所以不是完全随机的布朗运

动，是因为每一次碰撞过程中交换的能量并不是完全任意的。假如碰撞时

间确定，则碰撞所交换的能量必然是量子化的。这恰恰正是粒子所体现出

来的量子性。因此我们可以说，所有的粒子都具有量子性本身就是对于时

空量子涨落的一个真实反映。

1本文中物质粒子指有质量的费米子。
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物质粒子受到时空子的随机相互作用，将在时空中做随机涨落运动。在

此作用过程中，能量交换不可能随时完成。对于自由物质粒子，我们定义

了特征交换能量和相应的时间间隔的自由乘积作为碰撞过程中的作用量改

变。（更多细节，参见附录 A）

1.2 惯性质量是一种统计属性

迄今为止，我们对质量这一个物理学根本概念的认识主要来源于牛顿

第一和第二定律。物理学中定义质量是物体的一种基本属性, 物体所含物质
的多少叫做物体的质量。质量与物体保持原有运动状态的惯性性质相关。

牛顿第一定律: 自由粒子在时空中保持静止或做匀速运动。然而根据质
量作用原理，自由粒子在时空中做布朗运动, 是一个马尔科夫过程。粒子的
质量属性要呈现出来，必须受到时空子的随机撞击。在两次随机撞击之间，

粒子的质量并没有良好的定义。也就是说质量不再是粒子恒定不变的固有

属性，而是非连续的统计的，取决于时空撞击的动力学属性。质量作用原理

可以自然推论，粒子的质量不是一个常数，而必须是粒子的一种统计属性，

有其平均值和涨落。

更进一步的，我们论证了质量和扩散系数之间有深刻的关系，两者不能

同时测准。牛顿第二定律：在惯性系中施加于粒子的外力的矢量和等於此

粒子的质量与加速度的乘积。由此说明粒子质量可以作为粒子惯性的量度，

牛顿第二定律定义了一个可以实验操作的测量粒子质量的根本方法。但根

据质量作用原理，粒子会受到时空子的随机撞击，外力随时变化。因此我们

不能再自然认为粒子质量是恒定的。作为结论，我们相信质量作为粒子的

一个统计属性，在自然科学上是更为自然合理的，颠覆了从牛顿的《自然哲

学的数学原理》发表三百多年以来的质量概念。

1.3 量子力学的唯物主义解释

哥本哈根诠释的核心在于不认为波函数除了抽象的概念以外有任何真

实的存在。我们在本文中，并不否认哥本哈根诠释的内在一致性，即哥本
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哈根量子力学是一个自洽的理论。爱因斯坦认为对于一个完备的物理理论，

必须有这样的要求：完备物理理论应该包括所有的物理的实在，而不仅仅

是一个概率性的描述。从唯物主义的观点，物理的实在是指所有原则上可

以测量的量，如粒子的位置 q和动量 p。哥本哈根诠释中，把粒子的坐标波

函数 Ψ(q, t) 或动量波函数 Ψ(p, t) 当成是对物理系统的唯一描述，这不能

称之为一个完备的物理理论，最多是一个唯象有效的理论。因此在本文中，

我们提出了质量作用原理，把粒子的坐标和动量当成客观的实在，无论是

否观测，粒子的量子性都是客观存在的。时空赋予其中粒子马尔科夫型的

随机运动，在这个背景下自然衍生出来了目前实验尺度下观测得到的量子

行为, 包括粒子的薛定谔方程，波恩的概率诠释，海森堡测不准原理和费曼
的路径积分表述。因此，非相对论性量子力学可以在质量作用原理框架下

构建。波恩规则和海森堡不确定关系在此框架下不再是基本定律。

1.4 质量作用原理框架下的光子

在质量作用原理框架下，时空子遍布于时空中，它的能谱分布和标量

粒子一致。因而可以将它看作是一个标量场的激发。物质粒子对其所处的

时空影响是局域的，因此在 2+1 维子时空切片上，物质粒子对于时空的影
响可以看作是一个势能。

在现代量子场论中，一个重要的观点是微观能量可以是非守恒的，它

可以涨落而生成虚正负粒子对。在质量作用原理框架下，时空能量的涨落

本身就是时空子。时空子粒子数局域上不守恒，但全局来看，时空子的能量

是守恒的。所以时空子作为自由粒子的图景在大尺度上得以恢复。这恰恰

说明时空子存在某种局域对称性，这种对称性在大尺度是破缺的。实质上，

当局域对称性为 U(1) 时，时空子就是一个复标量场的激发。

另一方面，在物质粒子所处的时空周围，时空可以看作是 2+1 维的。
在此 2+1 维时空切片上，此时时空子是复标量场的激发，它伴随着规范场
的激发。物质粒子对它所处的周围时空产生一个局域的非微扰势能，这个

势能的存在可以使得时空子自发形成稳定涡旋解。如果时空子没有伴随着
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规范场，那么涡旋解将会带来涡旋中心能量发散的问题。而此时规范场恰

好又消除了这种局域能量发散的问题。

涡旋解的存在也提供了一种对偶性的可能，即 Hodge 对偶性。Hodge
对偶将使得 2+1 维规范场的动力学延拓到 3+1 维。在拉格朗日量的意义
下，3+1维的规范场恰好描述了电磁场理论。也就是说，3+1维的运动方程
是麦克斯韦方程。因此，我们从时空子的涡旋动力学导出了经典电磁理论。

在质量作用原理框架下，光子实质上是由两个场强互为 Hodge 对偶的
2+1 维规范场的拓扑激发态，它的拓扑构型为 Hopf 链环。物理上，光子传
递物质粒子的相位变化。它的运动方程就是麦克斯韦 (Maxwell) 方程。

另一方面，光子拓扑构型-Hopf链环的两个拓扑圈恰好对应于局域时空
的拓扑子空间，所以这样的 Hopf链环恰好表征了自旋 1的洛伦兹表示。它
是矢量表示。因此，在质量作用原理框架下，零质量粒光子的自旋为 1 也
有了自洽的解释。

1.5 质量作用原理框架下的辐射问题

电子作为真实的客体，在原子中做局域性的运动，必然不能保持直线

匀速运动的状态，因此具有加速度。经典电磁理论预言，有加速度的带电

粒子将辐射电磁波，这和原子的稳定存在形成明显的矛盾。经典电磁理论

真的在微观世界失效了吗？我们给出了否定的答案。麦克斯韦的电磁理论，

在微观世界依然成立。并且只有将电磁理论和布朗运动相结合，才能证明

自由电子和原子核外电子不辐射电磁波。我们在本章中将详细证明这一极

为重要的结论，由此建立起微观世界的客观实在图景和量子力学的唯物主

义诠释。

1.6 质量作用原理框架下的费米子自旋

在质量作用原理框架下，仔细考量时空子涡旋的奇点处的性质引领我

们找到了粒子自旋的全新的观点。我们发现在时空子涡旋的奇点处，不仅仅

存在奇点的能量发散，还存在方向矢量的迷向特征。由此我们引入了表征方



1 引言 10

向迷向的余切标架场和相应的挠率张量。这样的挠率张量实际上驱动了切

空间上和法空间上的 2+1 维时空子涡旋的配边拓扑相变。而正是通过这种
配边的拓扑相变，我们使得切空间和法空间的时空子涡旋联结成为了 3+1
维时空的时空子瞬子。相应的代价是需要计算这种拓扑相变的拓扑序。通

过配边的同调理论，我们计算了拓扑相变引起的补偿角实际上是 π 的整数

倍，因而会引起物质粒子周围的时空子涡旋整体带一个 eiNπ 的相因子。这

样的相角在物质粒子旋转一周时，会使得物质粒子的波函数变化一个正负

号。这也说明物质粒子的自旋起源于粒子周围时空子涡旋的拓扑相变。在

质量作用原理框架下，粒子的自旋表征时空子涡旋的配边拓扑相变的拓扑

序。

1.7 质量作用原理框架下的缪子反常磁矩

2021 年 4 月 7 日，费米国立加速器实验室有一项新的缪子反常磁矩实
验，实验值与标准模型预言的理论值相差 4.2个标准差，这种偏差来自统计
涨落的概率为 1/40000。这暗示了可能存在的超越标准模型的物理学。而质
量作用原理要求存在的全新无质量标量时空子，正是超越现有标准模型的

关键一步。只需引入一个参数，即时空子和轻子的相互作用强度，不仅完美

解释了最新实验缪子反常磁矩的世界级难题，而且同时解释了缪子的寿命

偏差。由此可见，这是质量作用原理应用与现代粒子物理的一大胜利。

最后且最重要的，我们推导了带电轻子的代的数目。这是一个全新的

结果，在现有量子场论框架下无法推导。而在质量作用原理框架下，代的数

目是一个直接的推断。

1.8 质量作用原理框架下的熵

我们从质量作用原理出发，结合马尔可夫随机碰撞的数学性质，证明

自由物质粒子系统的熵增原理。必须强调，这一原理在现代物理学中仍然

是一条经验定律，无法从第一性原理出发得到证明，因此我们的证明有着

深远意义。由此我们可以清楚地看出，熵增原理起源于时空子随机碰撞的
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统计效应。在质量作用原理下时空子的随机碰撞，能自然产生物质粒子熵

增的物理原理。这个原理为物理学的基石之一。

2 质量作用原理

2.1 质量作用原理的提出

在时空中运动的物质粒子会和时空子相互作用。时空子本身的产生应

当看作是局域时空能量的微观随机激发。我们可以假设如下的两种自洽的

理想时空子模型：一，时空本身是离散的，每个最小的时空单元都可以对

粒子发生作用，使得粒子的运动状态发生改变。但这种时空单元对于粒子

作用是一个随机力，因此身处时空的粒子在时空子的作用下的运动也将是

随机的。二，时空子的能量分布遵从高斯分布，因此它和物质粒子撞击时，

所产生的撞击力也是一个随机力。

进一步的，我们假设时空子和粒子每发生一次随机作用，其中所交换的

作用量必然是 h 的整数倍。由此我们给出精确的质量作用原理的定义：物

质粒子会受到时空中普遍存在的时空子的碰撞作用而做无规则无摩擦的布

朗运动。每一次作用过程中粒子作用量的改变都是普朗克常数 h 的整数倍。

物质粒子在时空子的碰撞作用下的运动是一个马尔科夫过程。

假设时空子在 t1 时刻开始碰撞物质粒子，t2 时刻结束碰撞，完成能量

E 的交换。若无时空子的碰撞，在此时间间隔中，粒子的作用量为

S =
t2w

t1

E0dt (2.1)

若发生时空子的碰撞，在此时间间隔中，粒子的作用量为

S′ =
t2w

t1

E(t)dt (2.2)
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那么定义一中作用量的改变定义为

δS = S′ − S =
t2w

t1

[E(t) − E0]dt ≡
t2w

t1

f (t)dt (2.3)

由定义可知被积函数 f (t) 为单调递增函数，且有以下性质

f (t1) = 0, f (t2) = E (2.4)

利用积分中值定理，可得积分区间内必存在一点 t∗, 使得

t2w
t1

f (t)dt = f (t∗)(t2 − t1) (2.5)

设此时刻对应的交换能量为 E∗ = f (t∗),必有 0 < E∗ < E。由此我们得到作用

量改变的严格表达式

δS = E∗δt (2.6)

其中 δt ≡ t2 − t1。这样我们就彻底澄清了，对应作用量改变的是一个特征交

换能量 E∗，并不是时空子本身携带的所有能量。结合质量作用原理 δS = nh,
瞬时的相互作用，要求特征交换能量 E∗ 达到无穷大，物理上是不可能的。

在我们的质量作用原理框架下，时空子和物质粒子之间不存在瞬时相

互作用，或者说，时空子和物质粒子的碰撞作用传递能量需要时间。如果时

空子和粒子的碰撞传递的能量极低，导致在碰撞时间 ∆t内粒子的作用量无

法改变一个普朗克常数 h。我们可以说在 ∆t时间内无法完成一次完整的能

量传递，在这种情形下，我们认为时空子和被碰撞粒子的碰撞还在进行中。

此时，时空子和被碰撞粒子处在束缚态中，而非散射态。这一点和经典物理

中的非弹性碰撞是类似的。但在这种非弹性碰撞下，能量和动量不能同时

守恒。所以，为了保证能量动量守恒，在时间 ∆t 内，必然存在一个最小的

能量 Emin，即

Emin∆t = const. (2.7)

物理上，能量和时间的乘积是一个具有作用量量纲的量。
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普朗克假设粒子的能量是量子化的，引入了普朗克常数 h ，这个常数

实际上带有作用量的量纲。换言之，量子力学中最小的作用量就是普朗克

常数。本文提出质量作用原理决定最小的作用量就是 h ，因此有：

Emin∆t = nh (2.8)

其中 n 是整数。

粒子在某一时刻受到很多不同能量和动量的时空子的撞击。一段时间

∆t 内，我们假定粒子受到 N 次有效撞击。那么在这段时间之后，粒子的

运动将由这 N 次作用的整体效应来决定。这实际上是一个叠加的原则。我

们可以用 N 个矢量来叠加出整体的状态变化。这意味着粒子在 t 时刻处在
位置 x⃗(t)，速度为 V⃗0 的话，那么它在 t + ∆t 时刻的位置将是 x⃗(t + ∆t) =

X⃗(t) +
∑N

i=1 ∆X⃗i，而速度则是 V⃗0 +
∑N

i=1 ∆V⃗i。这个简单的分析告诉我们，∆t

时间内，粒子最终的运动状态可以分离为 N 个可能的不同的路径。这就是

路径分离效应。这些路径所占的比重或者概率，也就是普适的扩散概率分

布极大地依赖时空子的能量分布，碰撞的时空子的不同能量分布会导致粒

子不同的运动状态的改变。

2.2 质量作用原理框架下的时空观

在 20 世纪初，迈克尔森-莫雷实验的零结果终结了以太理论。在质量
作用原理框架下，时空子的概念看上去和以太十分类似，但其实有着根本

的不同。为了澄清这一点，我们首先来回顾一下以太的概念。以太是在牛顿

的绝对静态时空里到处充斥的气体介质，它的定义直接引入了一个上帝视

角的参考系，就是牛顿静态时空体系。地球和这个参考系是有相对运动的，

因而会感受到以太风的吹拂，这也正是迈克尔森-莫雷实验的实验基础。但
时空子并不是一个绝对时空里充斥的气体介质，它就是时空的涨落。从大

尺度来看，时空的涨落并不会有显著的效应。时空看起来是光滑可微的，广

义相对论的微分几何理论能够有效描述大尺度时空的物理性质。但从微观

的尺度来看，时空的涨落说明时空本身不具备连续的特征。在以上的论述
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中并不存在任何绝对静止时空参考系，因而质量作用原理框架下的时空子

并不是以太。

迈克尔森-莫雷实验的零结果事实上促进了爱因斯坦提出相对论原理的
最重要假设，即光速不变假设。在相对论的体系下，光速不变是唯一的绝对

的假设，但其他所有的速度的相对性仍然保持。

在质量作用原理的框架下，时空的能量涨落形成了时空子。如果将时

空看作是平静的湖面，那么时空子就是湖面上的激起的水滴，水滴落到湖

面会形成涟漪。因此时空子的出现总是伴随着涟漪的传播。涟漪的传播速

度就是时空中的特征传播速度。形成一个时空子就意味着在一定的时间内

时空的涟漪会传播到一定的空间距离，从而这个时空子的周围的时空也被

改变。我们现在知道，时间的最小尺度是普朗克尺度，而空间的最小尺度

是普朗克长度。所以在普朗克时间内时空子要传播一个普朗克长度的空间，

也即时空子传播的速度是光速。

从质量作用原理下的时空观来看，时空中发生的任何一件物理上可观

测的事件，必然会伴随着时空能量的涨落，也就深刻的影响了该事件发生

之后的时空。这样的时空观下，当前的时空实际上是过去时空所有事件的

共同影响的结果。

2.3 时空子的能谱

为了理解时空子和物质粒子的碰撞效应，我们需要首先理解时空子的

能谱。

考虑时空中体积为 L3 的立方体，我们称之为一个系统。设空间中总共

有 N 个系统。处在状态 j 的系统数目设为 N j 个。空间的总能量为 E，状
态 j 对应的能量为 E j。由此可知

N =
∑

j

N j (2.9)

E =
∑

j

N jE j (2.10)
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给定 E 和 N，全空间的可能状态数为 Ω = N!∏
j N j!
。Ω 的最大值将对应物理

分布。为了实现概率最大，下面将求出分布
{
N j

}
使得 Ω 最大，即使下式取

极大值

lnΩ = N ln N −N −
∑

j

N j ln N j +
∑

j

N j · · · (2.11)

问题转化为在约束条件 (2.9, 2.10) 式下，求 (2.11) 的极大值的条件。
运用拉格朗日乘子法，

∂ lnΩ
∂N j

− λ1

∂
∑

j N j

∂N j
− λ2

∂
(∑

j N jE j

)
∂N j

= 0 (2.12)

我们可以导出

− ln N j − λ1 − λ2E j = 1⇒
N j = e−1−λ1−λ2E j (2.13)

那么处在状态 j 的概率为

P j =
N j

N
=

e−λ1−λ2E j∑
j e−λ1−λ2E j

=
e−λ2E j∑
j e−λ2E j

≡ e−λ2E j

Z (2.14)

系统的平均能量为

E =
E
N
=

∑
j

E jP j = −
∂
∂λ2

lnZ (2.15)

在 L3 之中，设动量为 p⃗的时空子的数目为 np⃗ = 0, 1, 2, · · · , 给定
{
np⃗

}
的分

布，就确定了 L3 中的能量为

E =
∑
{np⃗}

np⃗Ep⃗ (2.16)

其中 Ep⃗ = c|p⃗| = cp，这里我们假设时空子无质量。于是我们有

Z =
∑
{np⃗}

e−λ2E =
∏

p⃗

(
1 + e−cλ2p + e−2cλ2p + · · ·

)
=

∏
p⃗

1
1 − e−cλ2p (2.17)
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则系统的平均能量为

E = − ∂
∂λ2

lnZ = ∂
∂λ2

∑
p⃗

ln
(
1 − e−cλ2p

)
=

∑
p⃗

cpe−cλ2p

1 − e−cλ2p =
∑

p⃗

cp
ecλ2p − 1

(2.18)

当 L→∞, 求和对应于积分 ∑
p⃗

→ L3

8π3

w
d3p⃗

由此我们知道

E =
L3

2π2

w
dp

p3

ecλ2p − 1
=
π2L3

30λ4
2

(2.19)

即时空子的平均能量密度为

ϵST =
π2

30λ4
2

(2.20)

在国际单位制下，我们恢复上式中 c 和 ℏ 的依赖，得到

ϵST =
π2

30c3ℏ3λ4
2

. (2.21)

下面我们考虑拉格朗日乘子 λ2 的物理意义。它决定时空子的能量分布。另

一方面，决定时空子数分布的乘子 λ1 对于时空子的动力学没有任何影响。

这表明可以将时空子系统任意组合分类，只要它们满足 λ2 乘子所对应的能

量约束。这表明，在粒子受到时空子的一次撞击作用下，假如粒子的作用量

改变了 kh，k 为整数时，在物理上并不能区分粒子是受到了一个时空子还

是多个时空子的撞击。因为无论是从时空子的能谱分布或者粒子状态的改

变来看，都无法区分这些不同时空子数目的撞击。

在质量作用原理的图景中以及量纲分析

λ2 =
g

EST
(2.22)

其中 g 为时空作用的无量纲的常数，EST 为时空子的特征能量。在极端相

对论的情形下，时空子的作用不能看作是微扰，而应该是强扰动。
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3 随机运动和时空扩散系数

假定 mST 为粒子统计惯性质量，我们将证明统计惯性质量 mST 的粒子

的时空扩散系数 < 由普适公式

< = h
2mST

(3.1)

给出。在随机运动的理论 [1]，即数学上的维纳过程 [2]的框架下，时空诱导
的随机运动是一个马尔科夫过程并且时空扩散系数的意义就是粒子做随机

运动的扩散系数 [3]。在本节中，我们先从随机运动的概率论 [3, 4]出发，证
明粒子的随机运动在质量作用原理下的普适扩散系数的确如（3.1）一样。本

节的后面两部分讨论了从两个时空模型来指明此时空扩散系数的起源。本

节研究的两个模型均得到 < = wℓ
2 , 其中 w 为粒子的平均速度，ℓ 为粒子的

平均自由程。

3.1 朗之万方程

时空背景可以看作是一个涨落环境，而粒子则是在此涨落环境下运动，

这是一个马尔科夫过程。粒子的位置 q⃗ 是一个随机量，从严格的数学意义

上来看，它可以被分解为完全随机部分和一个可微函数的叠加，即

q⃗(t) = q⃗0(t) + w⃗(t) (3.2)

其中 q⃗0(t)是位置的可微部分，而 w(t)则表征了粒子的随机运动。粒子的运

动可以用朗之万方程

[5] 来描述：

δqi(t)
δt
=

dq0,i(t)
dt

+
δwi(t)
δt
|δt→0 = Ui(q(t)) + νi(t) (3.3)

粒子运动速度

在时空中，粒子受到时空子的撞击作用。但是如果某些撞击作用相对

而言特别轻微。那么它们对于粒子运动状态的改变就只能算作是一个微扰。
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在微扰下，粒子的速度会发生改变，但是这种改变可以看作是光滑连续的。

而时空子对于粒子的非微扰的撞击作用则会瞬时改变粒子的运动状态，导

致完全随机的运动。每次撞击都应该看作是可微的撞击和随机的撞击两部

分。可微的撞击不会改变粒子的经典运动轨迹，但是它会使得经典运动的

轨迹叠加上一个包络的运动。这恰恰是朗之万方程的速度分解中的第一项

所表述的“可微的速度函数”U(q(t)). 因此，粒子的真实速度 V(t) 应该包

含有三个部分的贡献，即

V(t) = v(t) + u(q(t)) + ν⃗(t) (3.4)

其中 v(t)为粒子的经典统计速度。而 u(q(t))则是粒子的量子包络运动。⃗ν(t)

则是代表随机运动的扩散速度。U(q(t)) 标记 (3.4) 中的前两项贡献和

U(q(t)) = v(t) + u(q(t)) (3.5)

.
对于一个马尔科夫过程，时空子噪声本身的平均贡献是零，但是由于

它是一个高斯型的分布，所以其协方差并不为零。也即

〈νi〉ν = 0, 〈νi(t)ν j(t′)〉ν = Ωδi, jδ(t − t′), t ≥ t′ (3.6)

后面的式子中的 δi, j 可以从空间各项同性得到，而 δ(t− t′) 则是马尔科夫过

程所要求的，即此时此刻的涨落环境决定此时此刻的动力学，任何过去或

者将来的环境信息都与此时此刻的动力学无关。

由此我们可以将这种平均值用一个概率积分测度 [dρ(ν)] 来写下，此测

度为：

[dρ(ν)] :=

√ t − t′

2πΩ

D

[dν] exp

− 1
2Ω

w
dt

∑
i

ν2
i

 (3.7)

容易看出

〈νi(t)〉ν ≡
w
νi(t)[dρ(ν)] = 0 (3.8)

〈νi(t)ν j(t′)〉ν ≡
w
νi(t)ν j(t′)[dρ[ν]] = Ωδi, jδ(t − t′) (3.9)
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注意 δ(t − t′)函数实际上具有与时间 t 相反的量纲，因为

∞w
0

δ(t − t′)dt = 1.

Ω 表征时空对于粒子的作用强度。但是它并非是一个不带单位的常数。

从测度的定义 (3.7) 可以知道, νi 具有速度的单位 m/s，因此容易看出 Ω 的

单位必须是：m2/s。, 由质量作用原理可知，每次时空子和粒子的作用会至
少改变一个 h 的作用量。h 具有角动量的单位：kg · m2/s, 由此我们可以定
义一个带质量单位的量 mST

mST ≡
h
Ω

(3.10)

这样定义下来的质量 mST 就具有如下的意义：它是粒子在时空中时空子碰

撞呈现出来的统计性质。相应的，时空对于粒子的作用参数 Ω = h
mST
。这是

符合物理实在论的，因为明显的，质量越大的客体，量子效应越不明显。

朗之万方程生成了一个时间依赖的概率分布

P[q, t; q′, t′] = 〈
D∏

i=1

δ[qi(t) − q′i(t
′)]〉ν, t ≥ t′ (3.11)

这个概率分布的意义在于，如果存在一个算子 O[q]，其在 t 时刻的平均值
为

〈O[q(t)]〉ν ≡
w

P[q, t; q′, t′]O[q]dq′ (3.12)

利用分布（3.11），可以很快验证方程（3.12）的正确性。实际上概率分布

(3.11) 可以看作是一个演化过程，即

P[q, t; q′, t′] =
"

q(t)e−(t−t′)H(p,q)q′(t′)dDp (3.13)

这里的演化哈密顿量就是福克-普朗克哈密顿量。我们将在下面推导它的形
式。
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3.2 福克-普朗克方程

有了朗之万方程（3.3），就可以进一步推导其对应的福克-普朗克方程，
以及对应的福克-普朗克哈密顿量 [3]。

考虑从时间 t 到 t + ϵ, ϵ→ 0 的过程，此时朗之万方程可以写为：

qi(t + ϵ) − qi(t) = ϵUi(q(t)) +
t+ϵw
t

νi(τ)dτ +O(ϵ2) (3.14)

相应的概率分布

P[q, t + ϵ; q′, t] = 〈δ(q(t + ϵ) − q′(t))〉ν (3.15)

由质量作用原理可知，每次时空子和粒子的作用会改变一个 nh 的作用量。

为了得到福克-普朗克方程，需要把朗之万方程做离散化。定义：

ν̄i ≡
1√
ϵ

t+ϵw
t

νi(τ)dτ (3.16)

qi(t + ϵ) − qi(t) = ϵUi(q(t)) +
√
ϵν̄i +O(ϵ2) (3.17)

此时时间被离散化为：

(t − t′)/ϵ ∈ Z+

Z+ 为正整数。

此时高斯分布和马尔科夫过程的性质决定离散涨落 νi 的平均值：

〈ν̄i〉ν = 0, 〈ν̄iν̄ j〉ν =
h

mST
δi, jδt,t′ (3.18)

当 ϵ→ 0 时，概率分布（3.15) 是在位置空间定义的，相应的动量空间中的
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概率分布可以经由对其做傅里叶变换得到：

P̃[p, t; q′, t′]|t=t′+ϵ =
w

e−ip·qP[q, t; q′, t′]dDq|t=t′+ϵ

= 〈e−ip·q′(t−ϵ)〉ν
= 〈e−ip·(q′(t)−ϵ δq′(t)

δt −O(ϵ2))〉ν
= 〈exp(−ip · (q′(t) − ϵU(q′)))〉ν

×
〈
exp

+ip �
tw

t−ϵ
ν(τ)dτ

〉
ν

×
〈
exp

(
O(ϵ2)

)〉
ν

= exp
[−ip � (q′ − ϵU(q′))

]
×

〈
exp

+ip �
tw

t−ϵ
ν(τ)dτ

〉
ν

(3.19)

注意到上式中的最后的平均值实际上是可以被高斯积分积出来的，
√

h
2π

D w
[dν] exp

−mST

2h

w
dt

D∑
i

ν2
i

 exp

+ip �
tw

t−ϵ
ν(τ)dτ


=


√

h
2π

D w
[dν] exp

−mST

2h

w
dt

∑
i

ν2
i + ip �

tw
t−ϵ
ν(τ)dτ


=


√

h
2π

D w
[dν] exp

−mST

2h

w
dt

∑
i

ν2
i + i
√
ϵp � ν̄


× exp

(
−ϵ h

2mST
p � p + ϵ

h
2mST

p � p
)

=


√

h
2π

D w
[dD

(
−νi −

ih
2mST

√
ϵpi

)
]

× exp

−mST

2h

w
dt

D∑
i=1

(
νi +
√
ϵ

ih
2mST

pi

)2

− ϵ h
2mST

p � p


= exp

(−ϵhp � p/(2mST)
)

(3.20)

而傅里叶变换后的概率分布：

P̃[p, t; q′, t′]|t=t′+ϵ = e−ϵh/(2mST)p·p+iϵp�U(q′)−ip·q′
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ϵ→ 0, 展开上式得到：

P̃[p, t; q′, t′]|t=t′+ϵ = e−ip·q′(1 − ϵHFP(p,q′) +O(ϵ2)), (3.21)

最后就可以写下一个福克-普朗克哈密顿量

HFP(p,q) =
h

2mST
p · p − ip ·U(q) (3.22)

由此，由时空子对粒子的作用，造成粒子做布朗运动的扩散系数就是 h/2mST，

本文称这种由时空子碰撞所造成的扩散系数为时空扩散系数，用 < 表示。
而随后在导出薛定谔方程的时候，可以清楚的看到这里我们定义的统计惯

性质量 mST 正比于牛顿力学体系的惯性质量 m，准确的说 mST = 2πm。

3.3 从时空散射到时空扩散系数

3.3.1 从时空离散化到时空扩散系数

我们从质量作用原理出发，根据理想时空结构模型，给出时空扩散系

数的起源。由于微观时空是离散化的，那么时空扩散系数，< = h
2mST
，必然

就可以由离散时空的基本参数得以表达。为此，我们先考虑一个最简单的

离散模型，即一维离散空间（如图 1）。

图 1: 一维离散空间随机跃迁模型

离散空间的相邻格点距离，即空间的基本长度单位设为 ℓ，在 t 时刻粒

子处在第 j 个格点的概率为 P( j, t). 设相邻格点的跃迁速率为 ζ，因为空间

本身的离散性质，所有的跃迁只能在最近邻格点发生。再考虑到空间的各

向同性，以及不存在任何摩擦力，对所有方向的跃迁速率都相等为 ζ，每一
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方向的前后跃迁概率也必须相等为。那么粒子在离散空间里面的概率演化

必须满足

∂tP( j, t) = ζ(
1
2

P( j − 1, t) +
1
2

P( j + 1, t) − P( j, t)) (3.23)

方程右边的前两项表示各有二分之一的概率从 j − 1 和 j + 1 个格点跃迁到

第 j 个格点，第三项表示从第 j 个格点跃迁到最近邻格点。引入空间的基

本长度单位 ℓ，方程 (3.23) 可以化为

∂tP( j, t) =
ζℓ2

2
(

P( j+1,t)−P( j,t)
ℓ − P( j,t)−P( j−1,t)

ℓ

ℓ
) (3.24)

在时空连续的近似下面，空间的基本长度单位 ℓ 趋于零，跃迁速率 ζ 趋于

无穷大，保持 ζℓ2 不变, 概率 P( j, t) 将成为概率密度 ρ(x, t)，等式右边的括

号里面为二阶导数的定义。因此

∂tρ(x, t) =
ζℓ2

2
∂2

xρ(x, t) (3.25)

上式可以直接推广到三维的情形，简单地

∂tρ(⃗r, t) =
ζℓ2

2
∇2ρ(⃗r, t) (3.26)

对比爱因斯坦的扩散方程 [6]

∂tρ(⃗r, t) =<∇2ρ(⃗r, t) (3.27)

可以得到时空扩散系数（也就是上文所说的时空子对粒子作用所造成的扩

散系数）的微观起源

< = ζℓ
2

2
(3.28)

进一步的，把时间也离散化，基本的时间单位为 τ = ℓ
w , 其中 w 为粒子的平

均运动速度。跃迁速率反比于时间单位 ζ = 1
τ，可以得到

< = wℓ
2

(3.29)

结合离散空间的微观结构和质量作用原理，立刻得到，

< = wℓ
2
＝

h
2mST

(3.30)

这正是我们需要的时空扩散系数。
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3.3.2 从时空散射到时空扩散系数

粒子在时空中受到以光速运动的时空子的散射作用，导致粒子的速度

v⃗ 有一个概率分布 f (v⃗), 即速度落在 v⃗ 和 v⃗ + dv⃗ 之间的粒子数为 f (v⃗)d3v⃗。

那么在 dt 时间内穿过 dA 面积的粒子，必将落在无限小的圆柱体之内（如

图 2）。

图 2: 时空散射的概率分布

此无限小的圆柱体的体积将为

V = vdt cosθdA (3.31)

在此圆柱体内的粒子数为

N = f (v⃗)d3v⃗vdt cosθdA (3.32)

因为空间各向同性，我们有 f (v⃗) = f (v). 由此可以得到单位时间从左往右穿
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过单位面积的粒子数为

Φ =
w

vz>0

N
dAdt

=

π
2w

0

dθ cosθ sinθ
2πw
0

dφ
+∞w
0

f (v)v3dv = π
+∞w
0

f (v)v3dv (3.33)

其中 vz > 0 的积分区域相当于 0 < θ < π
2。粒子的统计平均速度大小为

w =

r +∞
0 f (v)vd3vr +∞
0 f (v)d3v

=
4π
ρ

+∞w
0

f (v)v3dv (3.34)

其中 ρ =
r +∞

0 f (v)d3v 为粒子数的密度。由此，粒子在时空中受到时空散射，

单位时间从左往右穿过单位面积的粒子数为

Φ =
1
4
ρw (3.35)

设粒子在时空中的平均自由程为 ℓ, 即受到两次时空散射之间的平均运动距
离。考虑通过 z 的垂直平面的净通量 Jz，即单位时间通过单位面积的粒子

数（如图 3）

图 3: 平均自由程和散射通量

我们有

Jz =
1
4
ρ(z − ℓ)w − 1

4
ρ(z + ℓ)w = −1

2
ℓw∂zρ (3.36)

由连续性方程（粒子数守恒方程）

∂tρ + ∇ · J⃗ = 0 (3.37)
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及空间各向同性，可知

∂tρ =
1
2
ℓw∇2ρ (3.38)

一方面从散射过程的运动学导出时空扩散系数，另一方面结合时空诱导出

来粒子的量子本性，即有

< = wℓ
2
＝

h
2mST

(3.39)

对照方程 (3.30) 和 (3.39) 可以看出，这两个模型的结果完全一致 [7, 8]。

3.4 基本粒子的统计质量

对于电子而言，其质量为 me = 9.104 × 10−31kg ，因此其静能量为

Ee = mec2 = 9.104 × 10−31 × 9 × 1018J = 8.1936 × 10−12J

而这么多静能量来自于时空子的有效撞击。电子在我们的理论中并非是一

个严格的点粒子，它在时空子的撞击之下有一个统计的尺度大小。由于对称

性，其表现为一个球形。有效撞击就可以看成是进入和离开这个球的表面

的时空子的个数。假定时空子每次撞击只赋予 1 个普朗克常数的能量。那
么有效撞击的次数为

Ne = Ee/h = 1.2347 × 1020[s−1]

那么对于电子而言，其统计质量和有效撞击次数之间的关系就可以表达为

me =
h
c2 Ne (3.40)

即质量和时空子撞击次数的比例常数

kst ≡
h
c2 = 7.37 × 10−51kg · s (3.41)

它具有 [mass] · [time] 的单位。那么在电子周围的时空子的密度的涨落值

∆ρe
st 就可以写为

∆ρe
st ≡ ρe − ρ0 =

mec2

4
3πr3h

(3.42)
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对于质子而言，容易计算出

Np =
mp

kst
= 1.6726 × 10−27/7.37 × 10−51 ' 2.227 × 1023[s−1] (3.43)

对于质子而言，其半径为

rp ' 8.735 × 10−16m (3.44)

由此得到，在时空子的海洋中，质子的自由程为

lst =
3

√
4
3
πr3

p/Np ' 2.3 × 10−23m

3.5 质量作用原理框架下的动量和能量

物理学研究的时间尺度跨越很多个数量级。宇宙学研究宇宙的年龄，约

在 4× 1017 秒。牛顿力学研究宏观物体的低速运动，时间尺度通常在秒的数

量级。量子力学的基本系统为氢原子，当氢原子核外电子处于基态的时候，

电子绕原子核运动一周需要约 1.5 × 10−15 秒。氢原子的第一激发态跃迁到

基态发出的光，波长为 121 纳米，对应的时间周期为 4 × 10−16 秒。现代物

理学认为，同时考虑广义相对论、狭义相对论和量子力学的基本原理，最小

的物理时间尺度是普朗克时间约为 5× 10−44 秒，这是最小的可测时间间隔。

按照当今学术界所了解的物理定律，在这短暂时间间隔里所发生的任何变

化，是无法测量或探测求得。

在质量作用原理框架下，一秒之内时空子撞击电子的平均次数为 1020

次。也就是说，本文中由质量作用原理推导出来的理论，所探讨的典型时

间尺度在 10−20 秒。同样对于电子来说，这个时间尺度比量子力学要短一万

倍2。因此量子力学中的能量守恒和动量守恒，不是瞬时的守恒定律，而是

质量作用原理框架下的统计平均守恒。下面我们定义的动量和能量，就是

已经把时空子的随机撞击效应取统计平均之后的结果。

2在粒子物理领域，寿命短的如希格斯玻色子寿命约为 1.5 × 10−22 秒。同样对于希格斯
玻色子来说，一秒之内时空子撞击希格斯粒子的平均次数为 1025 次。其典型时间尺度比量
子场论要小一千倍。
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在 10−20 秒的时间间隔内，我们称粒子3具有的动量为瞬时动量。根据

质量作用原理，瞬时动量定义为

P⃗i = miV⃗ (3.45)

其中 mi 为 10−20 秒的时间间隔内粒子的质量，我们称为瞬时质量。V⃗ 为粒

子的真实速度

V⃗ = u⃗ + v⃗ + ν⃗ (3.46)

同理我们定义粒子的瞬时动能为

Ei =
1
2

miV2 (3.47)

现代物理实验观察到的质量，是粒子的统计质量，是在大于 ×10−16 秒的时

间间隔里的惯性属性。现代物理实验观察到的动量，是量子力学理论预言

的动量。而量子力学动量正是瞬时动量的统计平均，我们称为统计动量：

P⃗s =< P⃗i >=
mst

2π
< v⃗ + u⃗ > (3.48)

由此我们将小时间尺度的瞬时动量和大时间尺度的量子力学动量联系起来。

有一个重要的观察，我们在第五章证明了，任何定态（基态是能量最低的定

态）的经典统计速度为 v⃗ = 0，而氢原子基态电子的量子包络速度

u⃗ = −cαr̂ (3.49)

其中 α 是精细结构常数。

对比量子力学的结果：氢原子基态电子的动量必须为零，满足各向同

性的波函数。微妙的是，量子包络速度不贡献基态电子的动量，因为各向同

性相互抵消 < u⃗ >= 0。因为量子力学是在大时间尺度下统计平均三个速度

和瞬时质量的综合结果, 故由此定义的 P⃗s 与量子力学计算得到的动量相一

致。

3下面的讨论中，粒子都特指电子，为物质粒子的代表。
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现代物理实验观察到的动能，是量子力学理论预言的动能。量子力学

动能是瞬时动能的统计平均，我们称为统计动能

Es =< Ei >=
mst

4π
< V2 > (3.50)

其中量子包络速度会贡献基态电子的动能 (恒为正数，不会抵消)。所以，基
态电子的能量有两部分 (经典统计速度恒为 0，不贡献基态动能)

氢原子基态电子能量 =量子包络动能 +库伦势能

计算得到的结果，恰好为-13.6ev，也与量子力学计算得到的能量相一致。其
中量子包络动能定义为

Ee =
1

4π
mstu2 (3.51)

代入得到氢原子基态电子能量的数值

E =
mst

4π
< (αc)2 > + < − e2

4πϵ0
a >= −13.6ev (3.52)

其中 a 是氢原子的波尔半径，ϵ0 是真空介电常数, α 是精细结构常数。
由此，我们得到了与量子力学相一致的动量和动能定义。

更普遍的，对于任意量子态的统计动量和量子力学动量等价性，证明

如下。根据量子力学的埃伦费斯特定理，粒子位置的平均值随时间演化满

足
d
dt
〈x⃗〉 = 1

iℏ
〈[x⃗, H]〉 = 1

i2mℏ
〈[x⃗, p2]〉 = 1

i2mℏ
〈x⃗pp − ppx⃗〉 (3.53)

结合 x⃗pp − ppx⃗ = i2ℏp⃗ 可得

d
dt
〈x⃗〉 = 1

m
〈p⃗〉 (3.54)

这是非常重要的结果，表明量子力学的动量平均值如何与坐标平均值相联

系。在质量作用原理框架下，根据公式 (3.3)，坐标对时间的导数定义为

d
dt

x⃗ = u⃗ + v⃗ (3.55)
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对等式两边取平均，故量子力学的动量平均值对应到质量作用原理的统计

动量

P⃗s =< P⃗i >=
mst

2π
< v⃗ + u⃗ > (3.56)

由此证明了，量子力学的微观理论基础，正是质量作用原理。

4 质量-扩散系数不确定关系

我们考虑质量作用原理对粒子运动状态描述的影响。哥本哈根诠释下

的量子力学中最重要的假设是粒子的波粒二象性，这实际上说明描述粒子

的状态可以用平面波来叠加，而相空间上的平面波用因子 exp(ip · x/ℏ)来刻
画。这实际上就引入了量子化的算符形式 p⃗ = −iℏ∇⃗. 由于波粒二象性，粒子
的物理量也必须能够从波函数来推导出来，而某些物理量在相空间中就可

以用对应的算符的本征值来描述。然而，在质量作用原理框架下，我们需要

强调，粒子的波动性是由于时空子碰撞而赋予的，并不是一个本质的属性。

因此不能简单的借用这种量子化假设。在质量作用原理框架下，我们考虑

粒子的作用量

S[ϕ(t, x), ∂ϕ(t, x), ν̄(t, x)] = S0[ϕ(t, x), ∂ϕ(t, x)] +
∞∑

I=1

SI[ν̄(t, x)] (4.1)

其中 ϕ(t, x) 描述粒子运动的经典轨迹，S0 是不考虑粒子在时空子撞击作用

下的经典作用量，它描述牛顿力学体系下的运动。而 SI[ν̄(t, x)] 则是第 I 次
时空子撞击粒子所引起的布朗运动的作用量的改变。它完全不依赖于经典

的路径，仅仅只依赖于时空子的涨落环境。质量作用原理告诉我们它必然

是 h 的整数倍，即 SI = nh。

粒子的统计配分函数为

Z =
w

[dϕ(t, x)] exp(− i
ℏ

S[ϕ(t, x), ∂ϕ(t, x), ν̄(t, x)]) (4.2)

于是，

exp
(
− i
ℏ

SI[ν̄]
)
= exp

(
− i
ℏ

nh
)
= e−i2πn = 1 (4.3)

由此我们可以看出质量作用原理的引入并不会改变粒子的经典运动。
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4.1 质量-扩散系数不确定关系

我们已经指出并证明，质量是刻画粒子在时空中扩散的难易程度的属

性。但是这只能说明在时空子的连续作用下，质量和时空扩散系数本身是

统计得到的属性。质量作用原理是一种特殊的马尔科夫过程，它具有一种

非常重要的特征，也就是这种马尔科夫过程本质上是量子化的。

我们将首先证明，粒子本身的质量和在时空中的扩散系数在质量作用

原理框架下不仅仅是统计共轭量，而且满足最小不确定度的不确定性关系

∆m∆< = h/2 (4.4)

4.2 瞬时统计惯性质量

在本文中，质量反应了物质粒子受到时空子碰撞在时空中运动的统计

性质。作为统计的物理量，其瞬时值的物理意义并不明确。我们并不能精确

到每一个时空子碰撞粒子时粒子的统计质量如何度量，这实际上也是没有

任何意义的。另一方面，在前文考虑时空子的能谱和碰撞时，我们已经证明

了在单次碰撞中的时空子数目并不能确定。对于不确定数目的时空子碰撞，

当然可以进行统计。即我们也可以定义瞬时质量。在闵科夫斯基时空中，时

空子的分布是均匀且各向同性的。粒子的瞬时质量也会随着粒子本身的速

度而改变。虽然粒子的瞬时质量 m̂ 每时每刻都不相同，但是当对粒子的速

度再次取平均时，它就回归到统计惯性质量 mST
4 。

由于每次碰撞交换的作用量并不一样，且每次碰撞的时空子的能量不

一样，完成交换作用量的时间间隔也即单次碰撞时间自然也不一样。我们

知道，时空子对质量粒子的碰撞反映到粒子本身的运动学上就是速度对于

其经典速度的偏离。质量粒子速度的噪声部分 ν⃗ 表征粒子受到时空子撞击

的速度的偏离。这个偏离越大，在同样的时空中，就表示粒子的统计惯性质

量 mST 越小。另一方面，这个偏离大则代表粒子更容易在时空中扩散，因

4也有一种可能是时空子的碰撞给予了物质粒子质量的统计性质，而希格斯粒子则制造
了物质粒子的平均质量。
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而对应更大的时空扩散系数 < 。在测量的某个时刻，由于噪声的存在，粒
子的瞬时质量不会严格等于 mST 。我们知道

∆m = m̂ −mST (4.5)

但是每次得到的瞬时质量并没有实际意义，真正有意义的是标准差，即

σ(m̂) =

√√
1
N

N∑
i=1

(m̂i −mST)2 (4.6)

同理，我们也只关注扩散系数的标准差

σ(<) =

√√
1
N

N∑
i=1

(
<̂i −<

)2
(4.7)

这两个统计量之间的相对差异则用协方差来表示，即

cov(m̂,<) =

∑N
i=1 (m̂i −mST)

(
<̂i −<

)
Nσ(m̂)σ(<)

(4.8)

由于时空子噪声是一个白噪声，其标准差是一个常数。所以我们可将它们

定义为 1.
注意到当 N→∞，

cov(m̂,<) = lim
N→∞

∑N
i=1 (m̂i −mST)

(
<̂i −<

)
N

≡ 〈∆m̂∆<〉 (4.9)

它正是我们需要的不确定关系的表达式的左边。下面的任务就是要计算出

该式的具体数值。

我们将时间分片来考虑，在沿着粒子经典运动速度方向上切片。那么

在每一个切片上，我们只需要考虑切片上的时空子对粒子的撞击作用。我

们定义时间的切片间隔为 δτ。
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粒子在 i 时刻的瞬时质量可以如下定义：从 i − 1 时刻到 i 时刻，粒子

受到时空子撞击的作用量的改变为 ∆Si = Si − Si−1。而粒子从 i − 1 时刻到 i

时刻的扩散的面积则为 <̂i。那么瞬时质量可以看作

m̂i ≡
∆Si

<̂i

(4.10)

为了验证这个式子和前文的统计定义相匹配，我们需要将粒子作用量的改

变写成粒子运动状态改变的形式，即

∆Si =
1

4π
mST(V2

i − V2
i−1)δτ (4.11)

其中 Vi 和 Vi−1 代表 i 和 i− 1 时刻粒子的真实速度。由于从时刻 i− 1 到时

刻 i 粒子的经典运动速度不变，而碰撞的可微部分贡献即量子包络速度则

是一个缓变的物理量，所以可以看成是也保持不变。所以所有变化的贡献

都来自于时空子对粒子碰撞的噪声贡献，在经典情形下，上式可以写成

∆Si =
1
2

m(V2
i − V2

i−1)δτ

=
1
2

m
(
(Vi−1 + νi)

2 − V2
i−1

)
δτ

=
1
2

m
(
ν2

i + 2Vi−1νi

)
δτ (4.12)

对上式求噪声的均值贡献，我们有

〈
∑

i

∆Si〉ν = 〈
w 1

2
m

(
ν2

i + 2Vi−1νi

)
dt〉ν = ℏ/2 (4.13)

但是值得注意的是，时空子对粒子的碰撞使得粒子速度发生改变的量

并不是经典意义下的动能改变量，必须考虑狭义相对论性效应。在粒子的

共动坐标系下，粒子的能量为

E = mc2

而在静止坐标系下，它的能量则为

E0 =
m0c2

√
1 − V2/c2

(4.14)
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由此我们得到：

∆Si =

 m0c2√
1 − V2

i
c2

− m0c2√
1 − V2

i−1
c2

 δτ0√
1 − V2

i−1
c2

=
m0c2δτ0√(

1 − (Vi−1+νi)2

c2

) (
1 − V2

i−1
c2

) − m0c2δτ0(
1 − V2

i−1
c2

)

=

m0c2δτ0

(√(
1 − V2

i−1
c2

)
−

√(
1 − (Vi−1+νi)2

c2

))
(
1 − V2

i−1
c2

) √(
1 − (Vi−1+νi)2

c2

) (4.15)

特别的，在上面的式子中，我们应用了狭义相对论变换式：

mi =
m0√
1 − V2

i
c2

(4.16)

但由于从时间切片 i − 1 到时间切片 i 的作用量改变是洛伦兹标量。我们可

以将 i − 1 时刻看作是质量为 mi−1 的静止系，而 i 时刻则代表速度为 νi 的

参考系，由此，我们可以将等式 (4.15) 看成

∆Si =

 mi−1c2√
1 − ν2

i /c
2
−mi−1c2

 δτi (4.17)

=
(1
2

mi−1ν
2
i +

3
8

(ν2
i /c

2)2c2mi−1 + · · ·
)
δτi

对噪声做平均可得：

〈
(1
2

mi−1ν
2
i +

3
8

(ν2
i /c

2)2c2mi−1 + · · ·
)
δτi〉ν

=
ℏ

2
+

3ℏ2

16c2mi−1δτi
+

5ℏ3

64c4m2
i−1δτ

2
i

· · · (4.18)

当时间切片趋于经典极限，即 δτi 很大时，又因为 ℏ/c 是很小的数值，

〈m̂i<̂i〉ν '
ℏ

2
(4.19)
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即在任意的时间切片上，瞬时质量和瞬时扩散系数的乘积的平均值为 ℏ
4。

由统计惯性质量 mST 和扩散系数 < 的定义，我们有：

< ≡
N∑

i=1

<̂i/N (4.20)

mST ≡ 2π
N∑

i=1

m̂i/N (4.21)

显然这个定义并不会改变

〈mST<〉ν =
h
2

的本质。这是因为

〈mST<〉ν = 2π〈
N∑

i=1

m̂i/N
N∑

j=1

<̂ j/N〉ν

= 2π

 N∑
i= j

〈m̂i<̂i〉ν
N2 +

N∑
i, j

〈m̂i<̂ j〉ν
N2


=

h
4N
+ 2π

∑N
i=1〈m̂i〉

∑N
j,i〈<̂ j〉

N2 + O(
h2

c2N
)

=
h

4N
+

N − 1
N

h
2
+ O(

h2

c2N
) =

h
2
− h

4N
− O(

h2

c2N
) (4.22)

当 N → ∞ 时，〈mST<〉ν = h
2。由此我们可知，切片定义和统计定义是一致

成立的。

于是我们可以计算协方差

cov(m̂,<) = lim
N→∞

∑N
i=1 ∆Si −mST

∑N
i=1 <̂i −<

∑N
i=1 m̂i

N

+ h/2 − h
4N
− O(

h2

c2N
) (4.23)

于是我们得到：

cov(m̂,<) = lim
N→∞

∑N
i=1 ∆Si

N
− h/2 − h

4N
− O(

h2

c2N
) (4.24)
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由质量作用原理，每一时刻时空子和质量粒子的碰撞带来的作用量的改变

都是整数个普朗克常数的量。再由∑N
i=1 ∆Si

N
=
ℏ/2
N

(4.25)

最终我们得到不确定度关系：

〈∆m̂∆<〉 ≥ h/2 (4.26)

4.3 位置-动量不确定关系

借用本文第七章中推导的结论即 m = mST/2π, 我们考虑位置和动量的

对易关系

[x, p] = lim
ϵ→0

(
1

2π
x(t + iϵ)mST

δx(t)
δt
− 1

2π
mST

δx(t + iϵ)
δt

x(t)
)

= lim
ϵ→0

i
ϵ

2π

mST

(
δx(t)
δt

)2

−mST
δ2x(t)
δt2 x(t)

 (4.27)

其中，我们并没有将统计惯性质量看作是一个变量。因为在考虑粒子受到

时空子的撞击发生的位置变化时，粒子的统计属性不会发生改变。注意，在

我们的推导中，位置和动量都存在瞬时的值，但两次测量并非是先验的等

时的。我们这里的等时性和量子力学由本质的不同。这里由于存在时空子

的撞击作用，任何两次测量之间不可能完全等时。所以我们让时间间隔 ϵ

趋于零来实现后验的等时对易关系。

我们可以定义

aST(t) :=
δ2x(t)
δt2 (4.28)

它是时空子对粒子的瞬时作用所造成的瞬时加速度，由此可以定义时空子

对粒子的瞬时作用力

FST(t) = maST(t) = m
δ2x(t)
δt2 (4.29)
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对上式求平均值可以知道

[x, p] = lim
ϵ→0

(
m〈V(t)2〉νiϵ − 〈FST(t)x(t)〉νiϵ

)
(4.30)

Eq. (4.27)的第二项的的物理意义很明确，它就是时空子对粒子的作用力的
平均做功。它的值等于零。原因在于时空子和粒子的碰撞总的做功平均为

零。

而我们来看第一项的贡献，在涨落离散化下，平均的速度是

t+ϵw
t

ν(τ)dτ/ϵ = ν̄/
√
ϵ

因此

〈ν2〉ν = 〈ν̄2〉ν/ϵ =
h

mSTϵ
(4.31)

代入 Eq. (4.30) 的第一项，

[x, p] = lim
ϵ→0

(
iϵm〈ν2〉ν + iϵ〈U2〉ν

)
= lim

ϵ→0
iϵm

h
mSTϵ

+ 0 = iℏ (4.32)

这正是量子力学需要的最基本的假设，位置-动量不确定关系假设。

4.4 时间能量的不确定关系

在非相对论量子力学框架下，坐标动量的不确定关系和时间能量的不

确定关系，之间并没有相互蕴含的关系，不能直接从一种关系推导得到另

外一种关系。注意到，坐标，动量，能量都是动力学变量，这些动力学变量

都是时间 t 的函数，也即时间 t 是自变量。我们可以做实验测量粒子的坐

标，动量，能量，但不可能做实验测量粒子的时间。因为在非相对论框架下，

t 是独立的变量，和粒子的状态无关。

我们定义时间能量不确定关系中的 ∆t为：系统发生显著变化所需要的

时间。
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刻画系统发生变化，必须有一个随时间变化的物理量 Q。“显著”变化

的时间定义为物理量 Q 变化一个标准差 σQ 所需要的时间，数学上表达为：

σQ = |
d
dt
〈Q〉ν| × ∆t (4.33)

我们定义时间能量不确定关系中的 ∆E 为：系统哈密顿量的不确定度

σH。

物理量 Q 的平均值随时间演化的方程为：

d
dt
〈Q〉ν =

i
ℏ
〈[H,Q]〉ν (4.34)

结合数学上的席瓦兹不等式

σ2
Hσ

2
Q ≥

[ 1
2i
〈[H,Q]〉ν

]2

(4.35)

并代入 ∆E 和 ∆t 的定义表达式，我们将得到：

∆E∆t ≥ ℏ
2

(4.36)

若系统中任意一个物理量快速变化，即 ∆t 很小，那么系统能量的不确定

∆E 将会很大。若 ∆E 很小即 ∆t 很大，意味着此系统所有物理可观测量的

变化都很缓慢。

5 时空中的自由粒子的动力学

5.1 真实速度的分解

在现代量子力学中，粒子并不存在运动轨迹，因而其速度并没有良好

的定义。在质量作用原理的框架下，粒子的真实运动速度是必须要加以详

细讨论的。在时空子的撞击作用下，粒子的运动速度不但包含了经典的速

度，而且还有随机力学作用的结果。尤为重要的是，粒子受到时空子的撞击

作用，其本身的作用量的改变是量子化的。因此，粒子的真实运动速度应该

会综合反映经典，随机和量子的性质。
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在质量作用原理的框架下，粒子的运动是无摩擦的布朗运动。但是需

要注意的是，粒子和时空子的撞击并非是完全随机的。每一次粒子受到时

空子的撞击所改变的作用量是普朗克常数 h 的整数倍。因此粒子在时空中

的运动不能完全是一个随机力学的问题。它是量子化的随机运动。对应的

理论体系是一个马尔科夫过程。

如果不存在时空子以及其他外力的作用，自由粒子的运动就满足牛顿

力学。它的运动速度就是经典速度。

在质量作用原理框架下，对于自由粒子的真实运动速度 V⃗(x⃗, t)，我们

可以首先分离出来的是粒子的经典统计速度 v⃗(x⃗, t)。在时空子的背景下，它

是一个将时空子的撞击看作是高斯噪声的统计的简单均值。由于高斯噪声

的简单均值贡献为零，所以粒子的经典统计速度和牛顿力学下的经典速度

在数值上是相等的。其次，在分离出经典统计速度 v⃗(x⃗, t) 后，我们将要考

虑的是一个随机运动。这个随机运动是由时空子的撞击驱动的，我们用随

机运动速度 W⃗(x⃗, t) 来标记它。在本文的附录 B 中，我们证明，任意的随机
函数都可以分解为纯随机函数和一个可微函数的叠加。质量作用原理框架

下的随机运动也遵循这一重要原则。因此，一般地，我们可以将随机运动速

度 W⃗(x⃗, t) 做如下的分解：

W⃗(x⃗, t) = u⃗(x⃗, t) + ν⃗(t) (5.1)

其中 u⃗(x⃗, t)我们定义为粒子的量子包络运动速度，对于自由粒子，〈u⃗(x⃗, t)〉ν =
0。它对应的是随机运动中的微扰部分。它反映了如下的物理事实：时空子

对于粒子撞击的这一部分虽然是随机的，但是它对于粒子当前的运动是微

小的扰动。这些撞击是时空子对于粒子的“可微撞击”。在时空子的“可微

撞击”作用下，粒子的运动并非是不可预测的随机行为，正是这一点使得粒

子的运动状态最终可以用可微的函数来描述，并且描述粒子这一部分的运

动状态的方程是一个非随机的偏微分方程。而 ν⃗(t) 则代表粒子受到时空子

的“不可微撞击”，它对于粒子运动的速度而言，是一个非微扰的效应。我

们定义它为“涨落速度”。正是因为这样的随机撞击的存在，我们最终描述

粒子的运动方程得到的状态函数也将不是一个精确的描述，它只能是在这
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个涨落背景上的一个概率性的描述。

我们将看到，在质量作用原理的框架下，量子包络运动反映的是粒子

的波粒二象性。考虑任意一次的时空子和粒子的撞击作用，这期间交换的

作用量为 nh 。对于统计质量为 m0 的粒子，这次碰撞的特征时间是

tc =
nh

m0c2 (5.2)

所谓的量子包络运动，其实质是时空子对于粒子的碰撞造成的涨落运动的

可微部分。

以上的讨论是基于粒子受到时空子的撞击来分类的。从上面的分析我

们可以看出，对于粒子的运动速度，实际上还可以有另一种“数学化”的分

类。也即我们把粒子的运动速度分解为可微部分和不可微部分。粒子真实

运动速度的可微部分可以定义为：

U⃗(x⃗, t) = v⃗(x⃗, t) + u⃗(x⃗, t) (5.3)

它是经典统计速度 v⃗(x⃗, t) 和量子包络速度 u⃗(x⃗, t) 的叠加。我们将此可微的

速度称作是“统计平均速度”。尽管数学上它是一个可微的函数，但它和经

典的速度是存在很大的区别的。因为其中存在一个量子包络速度 u⃗(x⃗, t)，它

是时空子撞击粒子所形成的马尔科夫过程的反映。

因此时空子和粒子的碰撞所造成的粒子的运动速度的分解在原则上可

以写成三部分：

V⃗(x⃗, t) = v⃗(x⃗, t) + u⃗(x⃗, t) + ν⃗(t) (5.4)

在本文成文后，我们发现这种三速度分解事实上和文献 [45] 中的随机过程
的三分量沃尔德分解定理是一致的。我们知道一个马尔科夫过程的时间反

演还是一个马尔科夫过程。这使得量子包络速度 u⃗(x⃗, t) 在时间的反演下是

不变的，即

T : u⃗(x⃗, t)→ ˜⃗u(x⃗,−t) = u⃗(x⃗, t) (5.5)

但是经典统计速度在时间反演的作用下却是变号的，即

T : v⃗(x⃗, t)→ ˜⃗v(x⃗,−t) = −v⃗(x⃗, t) (5.6)



5 时空中的自由粒子的动力学 41

利用时间反演下的性质，我们的理论框架有良好定义的牛顿极限，就是在

量子包络速度 u⃗ = 0 的情形下回到牛顿力学。

v⃗ =
1
2

(U⃗ − ˜⃗U) (5.7)

u⃗ =
1
2

(U⃗ + ˜⃗U) (5.8)

其中 ˜⃗U 为统计平均速度 U⃗ 的时间反演，在下文中，如不加说明，则带有 ∼
标记的都是时间反演的物理量。

而粒子运动速度的不可微部分，也就是时空子对于粒子的随机“不可

微撞击”所带来的涨落速度 ν⃗(t)。它将使得粒子的运动速度偏离经典的统计

平均值，因此物理上它将反映为粒子在时空中的随机扩散行为。基于此，我

们将它命名为粒子在时空中的“扩散速度”。

在下面的小节中，我们将看到上述的两种速度的分解对于推导粒子的

运动方程，也即量子力学中的薛定谔方程以及对它的物理内涵的深入理解

都是非常重要的理论基础。

5.2 从质量作用原理到薛定谔方程

如果没有时空子作用的影响，粒子的经典统计速度 v⃗ 将是坐标 x⃗ 对时

间的全导数 v⃗ = dx⃗
dt . 与一般的随机运动不同的是，时空随机运动是无摩擦

的。否则的话，摩擦力的存在会引起粒子的随机运动会随时间衰减，而我们

知道粒子本身的量子性质是永恒存在的，并没有这样的一种衰减机制。在

质量作用原理下，粒子的坐标 x⃗(t) 是一个随机过程，和统计平均速度 U⃗ 之

间并不能直接用对时间的全微分联系起来，而必须是对随机过程的某种平

均, 这个平均是相对于分布 δx⃗ = x⃗(t+ 1
ω )− x⃗(t), 在时空子对粒子的作用频率

ω 趋于无穷大的极限下的平均。在爱因斯坦的理论中 δx⃗ 是平均值为零，方

差正比于 1
ω 的高斯分布。但是必须注意到，爱因斯坦关于布朗运动的理论

在极小时间尺度，即时空子对粒子的作用频率 ω 趋于无穷大的极限下并不

能成立 [21, 22]。我们将构造算符 D，扮演经典力学中 d
dt 的角色。对于任意
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函数 f (x⃗, t) 我们有

ω( f (x⃗(t +
1
ω

), t +
1
ω

) − f (x⃗(t), t))

= [∂t +
∑

i

ω(xi(t +
1
ω

) − xi(t))∂i

+
∑

i j

ω
2

(xi(t +
1
ω

) − xi(t))(x j(t +
1
ω

) − x j(t))∂i∂ j

+
∑

i

(xi(t +
1
ω

) − xi(t))∂i∂t +
1

2ω
∂2

t ] f (x⃗(t), t) (5.9)

在时空子对粒子的作用频率 ω 趋于正无穷大的极限下对分布 δx 取时空子

涨落下的统计平均 〈...〉ν，我们可以定义全导数如下

D f (x(t), t) = lim
ω→+∞

ω〈 f (x⃗(t +
1
ω

), t +
1
ω

) − f (x⃗(t), t)〉ν (5.10)

= (∂t +
∑

i

Ui∂i +
∑

i j

<i j∂i∂ j) f (x⃗(t), t) (5.11)

其中我们运用了

U⃗ = lim
ω→+∞

ω〈δx⃗〉ν (5.12)

它相应于朗之万方程的离散化

xi(t + ϵ) − xi(t) = ϵUi(x(t)) +
√
ϵν̄i +O(ϵ2) (5.13)

其中

ϵ =
1
ω

(5.14)

在方程 (5.10) 中，我们使用了如下的推导结论

lim
ω→+∞

ω〈δxiδx j〉ν
2

= lim
ϵ→0+

1
2ϵ
〈(xi(t + ϵ) − xi(t))(x j(t + ϵ) − x j(t))〉ν

= lim
ϵ→0+

1
2ϵ

[
〈ϵ2Ui(x(t))U j(x(t))〉ν + ϵ〈ν̄iν̄ j〉ν + ϵ

3
2 〈(Uiν̄ j +U jν̄i)〉ν

]
=

h
2mST

δi, j (5.15)
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根据质量作用原理，时空扩散系数矩阵为

<i j =
h

2mST
δi, j =<δi, j (5.16)

上式中 mST 为时空所感知粒子的统计质量.。而时空扩散系数 < 和前面两
个模型的推导结果方程 (3.30) 和 (3.39) 是一致的。本文只讨论空间是三维
的情况，二维空间的时空随机作用可能导致粒子的局域化，本文无需讨论

这种情况。由此全导数 D 及其时间反演 D̃ 为

D = ∂t + U⃗ · ∇ +<∇2 (5.17)

D̃ = −∂t +
˜⃗U · ∇ +<∇2 (5.18)

注意上式中 <∇2 项事实上反映了粒子的扩散速度 ν⃗(x⃗, t) 的影响。因为实

际上这个扩散系数 < 来自于扩散速度 ν⃗ 的二次关联，即 〈νi(t)ν j(t′)〉ν =
2<δ(t − t′)。由此，粒子的统计平均速度 U⃗ 就表达为

U⃗ = Dx⃗ (5.19)
˜⃗U = D̃x⃗ (5.20)

其经典统计速度和量子包络速度表达为

v⃗ = D−x⃗ (5.21)

u⃗ = D+x⃗ (5.22)

其中

D− =
1
2

(D − D̃) (5.23)

D+ =
1
2

(D + D̃) (5.24)

由此，我们可以把粒子的统计平均加速度定义为

a⃗ = DU⃗ = (D+ +D−)(v⃗ + u⃗) (5.25)

= D+u⃗ +D−v⃗ +D−u⃗ +D+v⃗
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在时间反演下：

˜⃗a = D̃ ˜⃗U = (D+ −D−)(−v⃗ + u⃗) (5.26)

= D+u⃗ +D−v⃗ −D−u⃗ −D+v⃗

我们可以定义粒子的经典平均加速度是

a⃗c =
1
2

(a⃗ + ˜⃗a) = D+u⃗ +D−v⃗ (5.27)

显然 a⃗c 在时间反演的作用下是不变的。由于自由粒子的经典平均加速度为

零，此条件可以简洁的写为

D+v⃗ +D−u⃗ = 0 (5.28)

但是量子包络运动的平均加速度并不能简单的认为是零，

D+u⃗ +D−v , 0 (5.29)

但是由于在经典低速情形下，我们可以认为

D−v⃗ −D+u⃗ = 0 (5.30)

此条件完全等价于下面一组耦合非线性的偏微分方程组

∂u⃗
∂t
= −<∇2v⃗ − ∇（u⃗ · v⃗） (5.31)

∂v⃗
∂t
= −(v⃗ · ∇)v⃗ + (u⃗ · ∇)u⃗ +<∇2u⃗ (5.32)

粒子在时空中不断的受到质量作用而做随机运动，是一个马尔科夫过

程。马尔科夫过程的本质就是，只有当前的信息可以用来预测未来，一切历

史的信息都没有意义。在最简单的情形，就是粒子不受任何外势作用，受到

时空的作用做马尔科夫型的随机时空运动。我们现在是面临的是一个初值

问题，即给定 u⃗(x⃗, 0) = u⃗0(x⃗), v⃗(x⃗, 0) = v⃗0(x⃗) 求解 u⃗(x⃗, t), v⃗(x⃗, t). 求解这样复
杂的非线性偏微分方程组，必须先把它线性化 [23, 24, 25]。
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设

Ψ = eR+iI (5.33)

, 其中我们令

∇R =
1

2< u⃗ (5.34)

∇I =
1

2< v⃗ (5.35)

由此可导出一个二阶微分方程

∂Ψ
∂t
＝i<∇2Ψ (5.36)

回到最原初的假设，由于质量作用原理，时空普适的扩散系数本质上为时

空扩散系数 < = h
2mST

. 代入上式，自由粒子在时空的运动方程就会被明显
得到，它就是薛定谔方程

i
∂Ψ
∂t
＝ − h∇2

2mST
Ψ (5.37)

根据连续性方程

∂tρ(⃗r, t) + ∇ · J⃗ = 0 (5.38)

粒子流的定义为密度乘以速度。在质量作用原理框架中，这个定义里面的

速度对应经典统计速度。我们就可以自然导出波恩诠释，推导如下：

J⃗ = ρv⃗ (5.39)

其中

v⃗ = 2<∇I (5.40)

将 (5.33) 代入薛定谔方程

∂tΨ = i<∇2Ψ (5.41)

令实部虚部分别相等，有

∂tR +<(2∇R · ∇I + ∇2I) = 0 (5.42)
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联立

∂tρ(⃗r, t) + ∇ · (ρv⃗) = 0 (5.43)

解得

ρ = e2R (5.44)

由此，我们得到粒子数密度的分布恰好为波函数模方。若进一步考虑多个

全同粒子组成的系综，粒子数密度解释为概率密度，即为波恩诠释。波恩在

1926 年提出 [26]，量子系统的描述是概率的，一个事件的概率是波函数的
绝对值平方。这个解释成为哥本哈根学派的重要基石之一。在本文中，我们

以随机时空运动的物理图景，自然呈现（emergent）出波恩诠释，为波函数
的实在性提出一个新的诠释。在这个呈现中，波函数为复数是绝对必要的。

如果只是实的正弦波或余弦波，那么根据 ρ = |Ψ|2，确定动量的自由粒子在
空间中的概率分布将呈现周期性的震荡，违反了空间的均匀性质 [27]。从本
节的框架出发，可以直接证明海森堡不确定关系，参见附录 D。

5.3 势函数 R 和 I 的意义

将 Ψ = eR+iI 代入 ∂Ψ
∂t＝i<∇2Ψ, 分别令实部虚部相等，我们得到以下方

程组

∂tR = −<(2∇R · ∇I + ∇2I) , (5.45)

∂tI =<[(∇R)2 − (∇I)2 + ∇2R] (5.46)

利用上一节我们证明的波恩诠释 ρ = |Ψ|2 = e2R，我们有

∂tρ = 2ρ∂tR , (5.47)

∇ρ = 2ρ∇R (5.48)

将方程 (5.47, 5.48) 代入 (5.45), 关于势函数 R 的微分方程可以化为

∂tρ = −2<∇ · (ρ∇I) (5.49)
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根据定义就有 ∇I = 1
2< v⃗, 而关于势函数 R 的微分方程完全等价于连续性方

程

∂tρ + ∇ · (ρv⃗) = 0 (5.50)

注意到粒子的经典动量为 mv⃗ = ℏ∇I, 势函数 I 的微分方程可以被写为

∂t(ℏI) +
(∇(ℏI))2

2m
− ℏ<[(∇R)2 + ∇2R] = 0 (5.51)

对比经典力学粒子在外势 V 中的哈密顿雅可比方程（可参考 [28, 29]）

∂tS +
(∇S)2

2m
+ V(x) = 0 (5.52)

存在两个重要的发现。第一，势函数 I 就是哈密顿雅可比函数 S，只差一个
ℏ 因子，即 S = ℏI.
第二，自由粒子在时空中，受质量作用的影响呈现为时空势

VST = −ℏ<[(∇R)2 + ∇2R] (5.53)

此时空势 VST 完全扮演经典力学哈密顿雅可比方程中外势 V 的作用。在经
典极限 ℏ = 0 下, 时空势 VST 消失，即为自由粒子在经典力学中 V = 0. 当
ℏ 的影响不能忽略的时候，质量作用呈现出来的时空势 VST 将能从原理上

解释所有的量子行为。在此图景下，粒子的运动可以得到精确客观的描述

m
d2x⃗
dt2 = −∇VST = ℏ<∇[(∇R)2 + ∇2R] (5.54)

这个方程表明，在时空子的作用下，自由粒子的运动将不再是匀速运动，而

是受到一个时空势 VST 的作用，正是在这个作用的驱动下，使粒子呈现统

计质量。

5.4 带电粒子在电磁场中的随机时空运动

在低速情形下，我们可以认为电磁场不受随机时空运动的影响，只是

作为一个外场而存在。对于任意的电磁场 (E⃗, B⃗), 带电粒子将受到洛伦兹力
F⃗ = e(E⃗ + v⃗ × B⃗)。因此带电粒子的经典平均加速度 [30] 为

a⃗ = e(E⃗ + v⃗ × B⃗)/m (5.55)
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其中 m 为带电粒子质量，e 为带电粒子的电荷。在此基础上重新推导带电

粒子在电磁场中的随机时空运动的运动学方程是有意义的。也即在质量作

用原理框架下自然得到带电粒子在电磁场和时空的的双重作用下的运动方

程，

iℏ∂tΨ =
1

2m
(−iℏ∇ − e

c
A⃗)2Ψ+ eϕΨ (5.56)

其中电磁势和电磁场的关系为

B⃗ = ∇ × A⃗, E⃗ = −∂tA⃗ − ∇ϕ (5.57)

原来我们令自由粒子的经典平均加速度为零。在粒子带有电荷的情形下，把

洛伦兹力公式中的速度定义为经典统计速度，在有电磁场的情况下成为

∂tv⃗ = e(E⃗ + v⃗ × B⃗)/m − (v⃗ · ∇)v⃗ + (u⃗ · ∇)u⃗ +<∇2u⃗ (5.58)

所以在有电磁场的情况下，其运动学方程将为下面一组耦合非线性的偏微

分方程组：

∂u⃗
∂t
= −<∇(∇ · v⃗) − ∇（u⃗ · v⃗） (5.59)

∂v⃗
∂t
= e(E⃗ + v⃗ × B⃗)/m − (v⃗ · ∇)v⃗

+(u⃗ · ∇)u⃗ +<∇2u⃗ (5.60)

求解这个非线性偏微分方程组，仍然必须先把它线性化。设 Ψ = eR+iI, 注意
到电磁场中粒子的正则动量 [30]p⃗ = mv⃗ + eA⃗/c，我们设

∇R =
1

2< u⃗ (5.61)

∇I =
1

2< (v⃗ +
eA⃗
mc

) (5.62)

先把方程（5.56）的右边第一项展开为

1
2m

(−iℏ∇ − e
c

A⃗)2Ψ = −ℏ
2∇2

2m
Ψ+

e2A2

2mc2Ψ (5.63)

+
iℏe

2mc
(∇ · A⃗)Ψ+

iℏe
mc

A⃗ · (∇Ψ)
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代入 Ψ = eR+iI 成为

− ℏ
2

2m
[∇2R + i∇2I + (∇R + i∇I)2]Ψ+

e2A2

2mc2Ψ+
iℏe

2mc
(∇ · A⃗)Ψ+

iℏe
mc

(A⃗ · (∇R + i∇I))Ψ (5.64)

利用矢量公式，对任意两个矢量 A⃗ 和 B⃗ 的标量积的梯度为

∇(A⃗ · B⃗) = A⃗ × (∇ × B⃗) + B⃗ × (∇ × A⃗)

+(A⃗ · ∇)B⃗ + (B⃗ · ∇)A⃗ (5.65)

∇(∇ · A⃗) = ∇ × (∇ × A⃗) + ∇2A⃗ (5.66)

并且由方程 (5.61)，即有

∇ × u⃗ = 0 (5.67)

∇ × (v⃗ +
eA⃗
mc

) = 0 (5.68)

把 Ψ = eR+iI 代入后两边同时除以 Ψ，可以得到

iℏ(∂tR + i∂tI) = −
ℏ2

2m
[∇2R + i∇2I + (∇R + i∇I)2] +

e2A2

2mc2

+
iℏe

2mc
(∇ · A⃗) +

iℏe
mc

(A⃗ · (∇R + i∇I)) + eϕ (5.69)

以下我们分别严格证明方程两边的实部虚部都相等，即要证

∂tI =
ℏ

2m
(∇2R + (∇R)2 − (∇I)2)

− e2A⃗2

2mc2 +
e

mc
(A⃗ · (∇I)) −

eϕ
ℏ

(5.70)

∂tR = −
ℏ

2m
(∇2I + 2(∇R) · (∇I))

+
e

2mc
(∇ · A⃗) +

e
mc

A⃗ · (∇R) (5.71)

对此两式两边同时取梯度，并且利用定义 B⃗ = ∇ × A⃗, E⃗ = −∂tA⃗ − ∇ϕ，可以
重新得到方程 (5.59)，至此我们证明了方程（5.56）两边的梯度相等, 那么
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方程两边最多差一个梯度为零的函数。重要的是，电磁势的选择并不是唯

一的，存在如下的规范变换（可参考 [31]）

A⃗′ = A⃗ + ∇Λ (5.72)

ϕ′ = ϕ − ∂tΛ (5.73)

对任意函数 Λ(x⃗, t),保证所得到的电磁场 E⃗和 B⃗保持不变。因此相应的波函

数不能有本质的改变，最多差一个局域相因子。容易证明，当选取 ψ′ = ψe
ieΛ
ℏc ,

电磁场中的薛定谔方程保持不变，这就是 U(1) 规范对称性。利用方程这个

U(1) 规范对称性，我们可以适当选取任意函数 Λ(x⃗, t)，消去一个梯度为零

的函数。至此，我们证明了电磁场中的薛定谔方程。

5.5 质量作用原理图景中的定态薛定谔方程

对照经典统计速度的定义方程 (5.35)，容易发现对于量子力学基态，经
典统计速度为零。进一步的，可以证明，对于所有定态，其经典统计速度都

为零。对于有确定能量 E 的物理态，薛定谔方程成为

[−ℏ
2∇2

2m
+ Vc(x⃗)]Ψ = EΨ (5.74)

对此方程两边取复共轭得到

[−ℏ
2∇2

2m
+ Vc(x⃗)]Ψ∗ = EΨ∗ (5.75)

其中 Vc(x⃗) 为经典外场。以上两式相加，新的实数波函数 Φ = Ψ+Ψ∗ 必满

足相同确定能量 E 的薛定谔方程。因为新波函数 Φ 无虚部，其对应的经典

统计速度 v⃗ 必须为零。由此启发，在随机时空运动的图景中，我们可以把

量子力学的定态（能量本征态）重新诠释为经典统计速度为零的随机时空

运动。一旦有了能量本征态，就可以通过线性叠加得到薛定谔方程的通解。

所以，从经典统计速度 v⃗ = 0 出发，简明重新推导出定态薛定谔方程是自

然的，这样可以减少第一部分证明一些繁琐的数学及其假设，让随机时空
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运动的物理图景更加突出。更加重要的是，为质量作用原理框架下的下一

步相对论性的推广提供一个更清晰的框架。

粒子在时空中做随机时空运动，运动的路径可以看成是可微路径叠加

上运动的扩散路径。在 4t 时间里的位移有两部分的贡献

δx⃗ = U⃗(x⃗, t)4t + 4x⃗ = (u⃗(x⃗, t) + v⃗(x⃗, t))∆t + ∆x⃗

= u⃗(x⃗, t)∆t + ∆x⃗ (5.76)

其中 u⃗(x⃗, t) 为量子包络速度，4x⃗ 来自随机时空运动的涨落，其分布自然满

足 φ(4x⃗) = φ(−4x⃗) 和
r
φ(4x⃗)d(4x⃗) = 1. 时空扩散系数的定义为

< = 1
24t

w
(4x⃗)2φ(4x⃗)d(4x⃗) (5.77)

设 ρ(x, t) 是随机时空运动粒子 t 时刻处在 x 处的概率密度, 经过无穷
小时间间隔 4t，我们 [32, 33, 34]

ρ(x⃗, t + 4t) =
w
ρ(x − δx⃗, t)φ(4x⃗))d(4x⃗) (5.78)

两边泰勒展开到 4t 的第一阶，我们得到

∂tρ = −∇ · (ρu⃗) +<∇2ρ (5.79)

此为概率密度演化的福克普朗克方程。在任意外场 Vc(x⃗)中，粒子的量子包

络速度的变化有两部分的贡献，一部分来自随机时空运动的涨落，一部分

来自于外场提供的加速度。因此粒子的平均速度经过无穷小时间间隔 4t 将

成为

u⃗(x⃗, t + 4t)

=
r

(u⃗(x⃗−δx⃗,t)−4t∇Vc(x⃗−δx⃗)/m)ρ(x−δx⃗,t)φ(4x⃗))d(4x⃗)r
ρ(x−δx⃗,t)φ(4x⃗))d(4x⃗) (5.80)

其中分母为概率分布的归一化因子。两边泰勒展开到 4t 的第一阶，可以得

到

m
du⃗
dt
= −∇V +<m(

∇2(ρu⃗)
ρ

− u⃗
∇2ρ

ρ
) (5.81)
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由此可以看出量子包络速度 u⃗ 对应的加速度，其动力学根源于经典势

和量子势的共同贡献。对于有确定能量的物理态，本文的三速度分解 V⃗ =

u⃗ + v⃗ + ν⃗ 都具备清晰的物理意义。其中量子包络速度 u⃗(x⃗, t) 和经典统计速

度 v⃗(x⃗, t) 都是速度场，即为时空坐标的函数。有确定能量的物理态其经典

统计速度场处处为零，可以作为量子力学稳定态新的诠释。其量子包络速

度场 u⃗(x⃗, t) 的动力学机制有两部分贡献，粒子所处的经典外势场和由时空

子随机碰撞产生的量子势场。扩散速度 ν⃗(t) 为时空涨落的背景，在空间中

均匀分布，在时间中满足布朗运动的性质，为时空的内禀属性。这三部分

速度之和，才是唯物主义所要求的粒子客观实在的真实速度。参见附录 B。
定态的条件为 ∂tρ = 0, 可知

u⃗ =<
∇ρ
ρ

(5.82)

∂tu⃗ = 0 (5.83)

必须特别注意到
du⃗
dt
= ∂tu⃗ + (u⃗ · ∇)u⃗ (5.84)

在定态中粒子的量子包络速度 u⃗ 并不为零。结合定态条件，可以得到

−2m<2
∇2√ρ
√
ρ
+ Vc(x) =常数 (5.85)

可以证明此常数等于粒子的平均能量

E =
w
ρ(

1
2

mu2 + Vc)d3x (5.86)

至此我们推导了

−2m<2
∇2√ρ
√
ρ
+ V(x) = E (5.87)

ψ =
√
ρe−iEt/ℏ (5.88)

取 < = ℏ
2m，就可以得到定态 ψ =

√
ρe−iEt/ℏ 的薛定谔方程

−ℏ
2∇2

2m
ψ + Vψ = Eψ (5.89)
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5.6 质量作用原理图景中的氢原子基态

氢原子系统中，我们可以取 A⃗ = 0 和 ϕ = − e
4πϵ0r。方程（5.56）的定态

解满足

EΨ =
1

2m
(−iℏ∇)2Ψ − e2

4πϵ0r
Ψ (5.90)

其能量最低的定态解（基态波函数）为 Ψ(r, θ, φ) = 1√
πa3

e−r/a, 其中 a =

5× 10−11m为氢原子的波尔半径。利用氢原子基态的波函数，我们可以得到

其量子包络速度为

u⃗ = 2<∇R = − ℏ
ma

r̂ = −cαr̂ (5.91)

其中 c 为真空中的光速，r̂ 为单位矢量 r̂ = r⃗
r . 同样的我们可以得到其经典

统计速度为

v⃗ = 2<∇I = 0 (5.92)

其时空涨落速度满足

< νi >= 0, < νi(t)ν j(t′) >=<δi jδ(t − t′) (5.93)

那么在氢原子基态中的电子，其坐标 X⃗(t) 作为一个随机变量, 与其真实速
度 V⃗ 满足以下微观动力学方程

dX⃗(t)
dt
= V⃗(t) = u⃗ + v⃗ + ν⃗ = −cαr̂ + ν⃗(t) (5.94)

这就是在质量作用原理图景下，氢原子基态电子的真实运动方程。其量子

包络速度永远指向氢原子质子中心扩散，但越靠近中心，时空势产生的排

斥力越大。因为此包络速度在经典库伦势和时空势的共同作用下取得平衡，

氢原子才能稳定在基态之上。

根据质量作用原理下氢原子基态电子的真实运动图景，我们可以计算

电子的平均动能为

< K >=
m
2
< V⃗(t)2 >=

m
2

(αc)2 +
m
2
< ν⃗(t)2 > (5.95)
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其中时空涨落速度平方的平均值为

< ν⃗(t)2 >＝</T (5.96)

其中 T 为时空子对电子的累积作用时间。氢原子基态可以存在无穷久，即

T 趋于无穷大，由此我们可以得到基态电子的平均动能为

< K >=
m
2
< V⃗(t)2 >=

m
2

(αc)2 (5.97)

我们可以计算电子的平均势能为

< U(r) >=< − e2

4πϵ0r
>=< − e2

4πϵ0a
> (5.98)

其中 a 为玻尔半径，ϵ0 为真空介电常数。基态电子的平均能量为平均动能

和平均势能之和。将各个物理常数的标准值代入，我们可以得到基态电子

的平均能量的数值结果为

E =< K > + < U >= −13.6ev (5.99)

重要的是，我们通过质量作用原理的微观运动方程，得到了和量子力学一

样的结论。由此可以看出，量子力学只是反映了真实运动过程的统计平均

性质，并不能反映质量作用原理框架下的全部物理。

5.6.1 质量作用原理导出电荷量

根据质量作用原理，粒子和时空子交换的作用量 (作用量的基本定义为
动量和位移之积) 为

nh =
�

pdq (5.100)

举例说明，最简单的匀速圆周运动中�
pdq = 2πmvr (5.101)
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考虑氢原子里面的电子。时空子碰撞提供无规则的布朗运动, 质子的吸引力
提供向心力，平衡条件为

e2

4πϵ0r2 =
mv2

r
(5.102)

联立解得电荷的量为

e = nh

√
ϵ0

mπr
(5.103)

可以精确地得到电子电荷的精确值。我们知道在时空作用原理中，交换的

作用量为 nh，其中 n 可为任意的整数。
我们只需做一个假定，电子所处的轨道由时空作用量子数 n 决定，此假定
的证明见下一节。即当 n = 1 时，电子落在波尔轨道上 (r = 0.53× 10−10m)。
当 n = 2 时，电子落在第二轨道上（由此类推）。即可得到重要的结果（以

下数值全部采用国际单位）

h = 6.62 × 10−34,m = 9.11 × 10−31, ϵ0 = 8.85 × 10−12

代入得到电荷量为

e = 1.6 × 10−19C (5.104)

5.6.2 时空作用量子数 n 决定电子轨道

我们要证明的是，当电子在波尔轨道上 (r = a)，和时空子交换的作用
量刚好为一个普朗克常数，即

h = 2πmva (5.105)

利用前文导出的氢原子基态波函数

ψ =
1√
πa3

e−r/a (5.106)

可以求出动量大小的平均值为

mv = p = |
w
ψ∗(−iℏ∇)ψdτ| = ℏ

a
(5.107)

其中积分体积元为 dτ = r2sinθdθdφdr, 代入得到 h = 2πmva.
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5.6.3 推广到任意类氢原子的一般情形

粒子和时空子交换的作用量 (作用量的基本定义为动量和位移之积) 为

nh =
�

pdq (5.108)

在匀速圆周运动中 �
pdq = 2πmvr (5.109)

对于带 Z 正电荷原子核的类氢原子里面的电子。时空子碰撞提供无规则的
布朗运动, 原子核的吸引力提供向心力，平衡条件为

Ze2

4πϵ0r2 =
mv2

r
(5.110)

联立解得电荷的量为

e = nh

√
ϵ0

Zmπr
(5.111)

类氢原子电子对应 n = 1的波尔轨道为 r = a/Z，由此可以导出基本电荷量。

e = 1.6 × 10−19C (5.112)

我们从质量作用原理出发，对自由物质粒子做了透彻的研究，得到了

一系列量子力学最重要的结论。现在更进一步，由质量作用原理解释了原

子稳定性最根本的原因，并且第一性原理计算出准确的电子电荷量这一基

本重要的物理量。由此可见，时空的随机碰撞并不只是提供无规则的背景

噪声制造混乱，而是在看似混乱的背景中创造出来一切物质的稳定性，这

是在最深刻层面上，唯物主义认识物理世界的矛盾统一。

6 质量作用原理下的量子测量

6.1 质量作用原理下的测量原理

质量作用原理框架下的测量理论是和哥本哈根诠释的测量理论是有根

本的不同的。在质量作用原理的框架下, 因为时空子每时每刻都和物质粒子
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发生相互作用, 故而无法在两次碰撞的时间间隔内完成一次测量，所以对于
粒子的任何与位置及动量相关的测量都将不会是准确的测量, 其测量的误
差将会是统计上无法消除的。因而相互不对易的物理量不仅仅是不能同时

被测准, 从根本上来说, 它们被分开单独测量时, 也不可能得到准确的测量
值。理论上, 所有测量值都将是统计上的平均值, 并且这个平均值不仅仅包
含一般的测量误差, 还包括时空撞击所赋予的内禀不确定度。物质粒子的动
量内禀不确定度，主要由时空涨落质量所决定。质量作为一种统计属性，其

最小涨落 4mst 为统计质量的涨落。而坐标的内禀不确定度 4Xst 约为两次

时空子随机撞击之间的自由飞行距离。

当时空可感知的质量和粒子的统计惯性质量等价时, 粒子在时空中的运动
由薛定谔方程决定。也即在时空中，运动的物质粒子和传播的波是统一在一

起的。当我们对于粒子进行观测时。我们需要使用能够和粒子发生相互作

用的测量工具。但是每次这样的测量都会使得粒子的随机运动被打断。因

此一次测量代表着一个马尔科夫过程的结束。而当测量完成时, 则代表着一
个新的马尔科夫过程的开始。对于粒子运动的波函数而言, 测量开始前和测
量开始后的波函数的相位是毫不相关的。两个相位不相关的概率波不会发

生干涉效应。在这个框架下, 并不需要引入波包塌缩或者多宇宙的假说。

6.2 质量作用原理下的 EPR 悖论

爱因斯坦及其合作者在 1935 年的文章中提出这样的一个理想实验：两
个粒子在 x轴上运动，坐标为 x1, x2 动量为 p1, p2，总动量为 P = p1 + p2, 相
对位置为 X = x1 − x2。根据量子力学的基本原理，因为 [X,P] = 0, 两个力
学量之间互相对易，可以允许同时测准两个粒子的总动量和相对位置。测

量粒子 1 得到 p1 的动量，马上能得到粒子 2 的动量为 P− p1。假设接着测

量粒子 1 的位置为 x1, 那么就能知道粒子 2 的位置为 x1 − X。很容易理解，

对粒子 1 的位置测量会影响到粒子 1 的动量，导致粒子 1 的动量不再有确
定的值 p1。但不能理解的是，粒子 1 和粒子 2 相隔很远，它们之间如何相
互影响呢？如果相互影响不存在，那么在测量粒子 1 位置之后，粒子 2 必
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然同时有确定的动量和位置，此结论违反了量子力学的不确定性关系。如

果粒子 1 和粒子 2 之间有相互影响，那就是爱因斯坦所称的鬼魅的超距作
用，违反局域实在论。如果粒子 1 和粒子 2 之间没有有相互影响，那就违
反了量子力学基本原理要求的不确定性关系。这也就是 EPR 的悖论所在。
量子力学对此悖论的正统解释为，即使两个粒子相距很远，对粒子 1 的第
二次测量（测量位置），仍然会导致粒子 2 不再有确定的动量，这种现象称
之为量子纠缠。

下面我们来仔细考量整个实验过程，根据质量作用原理对各个不确定度做

深入的分析。假设一个静止的粒子衰变为两个质量相同的粒子，总动量为

0. 其相对位置随时间的演化为

x1 − x2 = x10 − x20 + (p1 − p2)t/m (6.1)

其中 x10, x20 为两个粒子的初始位置。首先注意到，在质量作用原理下，每一

个有质量的粒子都受到时空的随机撞击，两个粒子的初始相对位置本身并不

能绝对测准，存在着质量作用原理下的内禀不确定度记为 4Xst = 4|x10−x20|,
此内禀不确定度 4Xst 约为两次时空随机撞击之间的自由飞行距离。由质量

作用原理推导出来的不确定性关系，要求动量差必须具备有内禀不确定度

4Pst = 4|p1 − p2| > ℏ
4Xst
，因为有对易关系 [x1 − x2, p1 − p2] = 2iℏ。那么对相

对位置的测量的不确定度至少为

4|x1 − x2| = 4Xst +
ℏt
4Xstm

(6.2)

此不确定度对应的极小值在 4Xst =
√
ℏt
m , 代入可以得到

4|x1 − x2| > 2

√
ℏt
m

(6.3)

同样的，在质量作用原理下，质心系的总动量 P 并不严格为零，存在着由
统计质量导致的内禀不确定度至少为

4P = 4mstv/2π (6.4)
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其中 4mst 为统计质量的涨落，约为电子质量的百万分之一。根据质量作用

原理下的内禀不确定度，同样进行前面所述 EPR的实验，在对粒子 1进行
两次测量之后，粒子 2 的动量和坐标至少具有以下的不确定度

4p24x2 = 2

√
ℏt
m
4mstv (6.5)

非常重要的是，质量作用原理赋予粒子 2 的内禀不确定度（因为测量过程
只对粒子 1 进行测量，此内禀不确定度为时空赋予的最小不确定度），是否
违反量子力学的不确定性原理呢？如果

4p24x2 6
ℏ

2
(6.6)

那么仍然违反了量子力学的不确定性原理，实验将会观察到所谓“量子纠

缠”的现象，因为此时必须假设两个粒子之间有相互影响赋予粒子 1 其他
的不确定度，让不确定性原理重新得到满足。由此我们得到重要的结论，实

验上要观察到量子纠缠的现象，必须满足：

4m2
st

m2 ≤
πλd

8L
(6.7)

其中 λd＝ h
mv 为粒子的德布罗意波长，L 为两个粒子之间的距离。由此我们

得到一个重要结论，即存在一个量子纠缠的特征距离:

L∗ =
πλd

8
(

m
4mst

)2 (6.8)

当两个粒子相距超过特征距离 L∗ 时，不等式将不再得到满足，将不能由实

验结果判断是否存在动量坐标的量子纠缠现象，因为时空赋予粒子 2 的内
禀不确定度已经自动满足不确定性原理的要求，不能认为存在着爱因斯坦

所说的“鬼魅般的超距作用”。对于以百分之一光速运动的电子，此特征距

离L∗ ≈ 40m。对于以百分之一光速运动的原子，此特征距离 L∗ ≈ 4 × 107m。

7 从质量作用原理到路径积分

量子力学的路径积分表述是一个从经典力学里的作用量原理延伸出来

对量子物理的一种概括和公式化的方法。它以包括两点间所有路径的和或
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泛函积分而得到的量子幅来取代经典力学里的单一路径。路径积分表述是

理论物理学家理查德·费曼在 1948 年正式发表出来 [41]，在此之前狄拉克
1933 年的论文 [42] 里已经有了主要的思想和一些早期结果。路径积分表述
的主要优势是把时间和空间等同处理，从而容易推广到相对论的情形，在现

代量子场论中得到非常广泛的应用。然而，质量作用原理的基本假设告诉

我们，每一次时空对于粒子的作用都可以看成是一个独立的路径。每个独

立路径的权重和能量的分布相关。这本质上就是一个路径积分的过程。为

了更清晰的理解这个概念，我们考虑如下的一个简单的特征过程。

假定粒子在时间段 ∆t 内的随机运动的效应是从 A 点运动到 B 点。由
质量作用原理，在此过程中，作用量的改变值可以是 h, 2h, 3h, · · ·，但是
相应于每一个特定的作用量改变，其路径是不一样的。比如最小的作用量

改变，即 h，相应于从 A 到 B 的运动，而 2h 的改变则相应于折线的运动，

这期间粒子被时空子撞击了 2 次。以此类推。这种图景下，自然的排除了
所谓的红外效应，也就是在 ∆t 内不能完成一次作用的过程。同样也排除了

无穷大的作用，这是因为在某个上限粒子的瞬时速度已经超过光速。

我们看到，在质量作用原理的框架下，粒子的量子性质根源于本质上

都是对于其随机运动的统计描述所呈现出来的性质。

7.1 自由粒子路径积分和时空扩散系数

自由粒子在时空中做随机时空运动，我们已经论证了其真实速度满足

三速度分解：

V⃗(x⃗, t) = v⃗(x⃗, t) + u⃗(x⃗, t) + ν⃗(t) (7.1)

其中有两个运动学变量，经典速度 v⃗ 和量子包络速度 u⃗。其运动学方程将

为下面一组耦合非线性的偏微分方程组：

∂u⃗
∂t
= −<∇(∇ · v⃗) − ∇（u⃗ · v⃗） (7.2)

∂v⃗
∂t
= −(v⃗ · ∇)v⃗ + (u⃗ · ∇)u⃗ +<∇2u⃗ (7.3)
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设Ψ = eR+iI,我们现在是面临的是一个初值问题，即给定 u⃗(x⃗, 0) = u⃗0(x⃗), v⃗(x⃗, 0) =

v⃗0(x⃗) 求解 u⃗(x⃗, t), v⃗(x⃗, t). 求解这样复杂的非线性偏微分方程组，必须先把它
线性化 [23, 24, 25]。其中我们令

∇R =
1

2< u⃗ (7.4)

∇I =
1

2< v⃗ (7.5)

我们将得到
∂Ψ
∂t
＝i<∇2Ψ (7.6)

在一个无穷小的时间间隔 ϵ，这个线性方程的解可以写为积分的形式

Ψ(x, t + ϵ) =
w

G(x, y, ϵ)Ψ(y, t)dy (7.7)

表示经过 ϵ 时间粒子从 y 处运动到 x 处的线性叠加。费曼的关键猜测，也
就是路径积分的原理，就是假设权重因子 G(x, y, ϵ) 正比与 eiS(x,y,ϵ)/ℏ. 其中
S(x, y, ϵ) 为粒子经过 ϵ 时间从 y 处运动到 x 处的经典作用量，即其拉格朗
日量对时间的积分：

S(x, y, ϵ) =
w

L(x, y, ϵ)dt =
w

(K −U)dt = (K̄ − Ū)ϵ (7.8)

K̄ 为粒子的平均动能，Ū 为粒子的平均势能。

要证明费曼的路径积分原理和随机时空运动相互等价，必须能够从路径积

分的基本假设 G(x, y, ϵ) = AeiS(x,y,ϵ)/ℏ, 推导出基本运动学方程组。对于自由
粒子，显然有 Ū = 0，L̄ = m

2 (x−y
ϵ )2,S = m(x−y)2

2ϵ , 即由路径积分原理有

Ψ(x, t + ϵ) = A
w

e
im(x−y)2

2ℏϵ Ψ(y, t)dy (7.9)

令 y − x = ξ,α = − im
2ℏϵ , 可写为

Ψ(x, t + ϵ) = A
w

e−αξ
2
Ψ(x + ξ, t)dξ (7.10)

= A
w

e−αξ
2
(Ψ(x, t) + ξ

∂Ψ
∂x
+

1
2
ξ2∂

2Ψ

∂x2 + O(ξ3))dξ
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利用积分性质

w
e−αξ

2
dξ =

√
π
α

(7.11)
w

e−αξ
2
ξdξ = 0 (7.12)

w
e−αξ

2
ξ2dξ =

1
2α

√
π
α

(7.13)

代入可得到

Ψ(x, t + ϵ) = A(

√
π
α
Ψ(x, t) +

1
4α

√
π
α
∂2Ψ

∂x2 + O(α−
5
2 )) (7.14)

取比例系数 A =
√
α
π , 取 ϵ 趋于零的极限，我们可以得到

Ψ(x, t + ϵ) −Ψ(x, t) = ϵ∂tΨ(x, t) =
1

4α
∂2Ψ

∂x2 (7.15)

从积分的性质可以看出，最大贡献来自于间隔 y − x = ξ ∝
√
ϵ 的部分，即

粒子的速度为 y−x
ϵ ∝

√
ℏ

mϵ，在 ϵ 趋于零的极限下速度发散。粒子的路径是

连续的，但处处不可微。所以在路径积分的物理图景里面，粒子的运动和布

朗运动的特质非常相似。利用三维空间各向同性，容易得到

∂tΨ(x⃗, t) =
1

4αϵ
∇2Ψ(x⃗, t) (7.16)

对比方程 (7.6), 如果要求路径积分原理和随机时空运动相互等价，必须有

i< = 1
4αϵ

(7.17)

< = 1
4iαϵ

=
1

4i(− im
2ℏϵ )ϵ

=
ℏ

2m
(7.18)

必须注意到，由随机时空运动导出的方程组 (7.5) 中，< 只是一个自由参
数。但是如果要求此方程组和路径积分的原理相自洽，必然导出 < = ℏ

2m。

需要补充说明的是，在任何有限的时间间隔里，都可以分割为无穷小时间

间隔 ϵ，然后再进行积分，就是所谓的历史求和或者叫路径积分。在有外势

U 的情形下面，证明的方法和以上相同。
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7.2 势场中粒子的路径积分表述和质量作用原理

对于处在外势 U 粒子，经过 ϵ 时间粒子从 y 处运动到 x 处，我们有
Ū = U( x+y

2 )，L̄ = m
2 ( x−y

ϵ )2, 即粒子的作用量为

S =
m(x − y)2

2ϵ
−U(

x + y
2

)ϵ (7.19)

由路径积分原理, 必须满足

Ψ(x, t + ϵ) = A
w

e
im(x−y)2

2ℏϵ − iU(
x+y

2 )ϵ
ℏ Ψ(y, t)dy = A

w
e

im(x−y)2

2ℏϵ (1 −
iU( x+y

2 )ϵ
ℏ

)Ψ(y, t)dy

(7.20)
利用前一节的变量代换，我们注意到在 ϵ 的最低阶有

U(
x + y

2
)ϵ = U(x +

ξ
2

)ϵ = U(x)ϵ (7.21)

Ψ(x, t + ϵ) = A
w

e−αξ
2
(1 − iU(x)ϵ

ℏ
)Ψ(x + ξ, t)dξ (7.22)

利用前一节的积分性质对 ξ 进行积分，可以得到

Ψ(x, t + ϵ) = A(1 − iU(x)ϵ
ℏ

)

√
π
α
Ψ(x, t) + A

1
4α

√
π
α
∂2Ψ

∂x2 (7.23)

令比例系数 A =
√
α
π , 取 ϵ 趋于零的极限，并且利用空间的各向同性，我们

可以得到

∂tΨ(x⃗, t) =
1

4αϵ
∇2Ψ(x⃗, t) +

1
iℏ

UΨ(x⃗, t) (7.24)

同自由粒子的情况相自洽，我们取时空扩散系数 < = ℏ
2m , 即有

∂tΨ(x⃗, t) = i<∇2Ψ(x⃗, t) +
1
iℏ

UΨ(x⃗, t) (7.25)

此即为在质量作用原理图景下粒子的运动方程。
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8 光子的时空子涡旋起源

8.1 现代物理框架下的电荷基本属性

在现代物理学的框架下，电荷是粒子的基本属性。基本电荷被定义为

电子或者正电子的带电量。电荷具有五个基本的属性：1. 只存在两种电荷，
即正负电荷。刻画电荷的量子数是 1 或者-1，分别对应于正电荷和电荷。2.
同种电荷相互排斥，异种电荷相互吸引。3. 电荷之间的相互作用力是库伦
力，满足距离的平方反比律。正负电荷会彼此湮灭成光子。4. 电荷不能被
创造也不能被消灭。在一个与外界没有电荷交换的系统中，电荷的代数和

总是保持不变。5. 一个基本电荷的电荷量为 1.6 × 10−19C。

再探时空子动力学

由于时空子本身不存在自相互作用，时空子的可微部分的动力学是一

个无势能的标量场理论，即

LST = ∂µϕ∂
µϕ . (8.1)

它的动力学方程就是 3+1 维的克莱因-高登方程，即

∂µ∂
µϕ = 0 (8.2)

自由的时空子的波函数就是一个 3+1 维的波动解

ϕ(x⃗, t) =
∑

E2=
∑3

i=1 p2
i

f (E, p⃗) exp(iEt − ip⃗ · x⃗) (8.3)

其中 f (E, p⃗) 是动量空间中的解析函数。

我们在时空中放入粒子，就如同在平静的湖面上投入了一个石子，会

带来影响这个湖面的层层涟漪。粒子对于时空的反作用反映在时空子的扰

动不再是微扰，而是一个强扰动。相应的时空子的动力学也不再是自由时

空子。这样的强扰动可以带给时空子一个强势能。不同的势能形态会让时
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空子的动力学不同。对时空子而言，一般的微扰效应很快就被时空子本身

的涨落效应，即其噪声抹平。只有某些强扰动会产生物理上的可观测效应，

这些扰动就是非微扰孤子解。在质量作用原理框架下，时空子是表征能量

的局域激发的粒子。当时空中局域能量发生非微扰效应时，时空子相应的

也会有非微扰的孤子构型，也即时空子团簇效应。

8.2 2+1 维复标量时空子场

在现代量子场论中，一个重要的观点是微观能量可以是非守恒的，它

可以涨落而生成正负粒子对。在质量作用原理框架下，时空能量的涨落本

身就是时空子。时空局域能量非守恒，其实应该理解为局域时空子数量不

守恒。但全局来看，时空子的能量是守恒的。在质量作用原理框架内，我们

引入了局域的时空子场的伴随场，它可以和时空子场相互作用。但在大尺

度上，时空子与其伴随场脱耦合，所以时空子作为自由粒子的图景在大尺

度上得以恢复。这恰恰说明时空子存在某种局域对称性，这种对称性在大

尺度是破缺的。实质上，当局域对称性为 U(1) 时，时空子就是一个复标量

场的激发。

在质量作用原理的框架下，粒子在时空子的碰撞下做布朗运动，本质

上是一个马尔可夫过程。这说明粒子的历史和未来是因果上不相关的。因

此在任意时刻，我们可以取一个垂直于粒子运动方向的切片。粒子的动力

学可以看作束缚于这个法平面 2+1维的时空切片上的动力学。这个 2+1维
的时空切片中有两种动力学，一种是粒子的动力学，另一种则是时空子的

动力学。

我们现在考虑 2+1 维时空子场的动力学。如前所述，2+1 维时空切片
上的时空子动力学如同一个平静的湖面，当粒子落入这个湖面时，会激荡

起时空子的涟漪。这个涟漪本身是一个周期函数。在拉格朗日量中，它就表

现为粒子对于时空的反作用场 V(ϕ,ϕ∗)。因此时空子复标量场的基本作用量

就是

LST = −
1
2
∂ jϕ∂

jϕ∗ + V(ϕ,ϕ∗), j = 0, 1, 2 (8.4)
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8.3 Abrikosov-Nielsen-Olesen-Zumino 涡旋

ANOZ 涡旋态是 2+1 维时空上的标量场非微扰解。相应的拉格朗日量
为

L = −∂ jϕ
∗∂ jϕ − λ

2

(
ϕ∗ϕ − F2

)2
(8.5)

势能低点在

ϕ = F · eiφ

处，它是二维空间平面上的半径为 F 的圈。这样的场构型恰好反映了粒子

放在时空中对周围时空的影响。对应时空子场中的涟漪，势能项实际上几

何上就是一个圆，它反映了时空子场涟漪的 U(1) 对称性。这个拉氏量的孤

子解处在 2+1 维时空的空间无穷远处，满足边界条件：

|x| → ∞ : ϕ⃗→ F
x⃗
|x| , ϕ→ Feiφ (8.6)

但是這樣的解的能量

E =
w

d2x
(
∂⃗ϕ∗∂⃗ϕ + V(ϕ,ϕ∗)

)
(8.7)

却是发散的。这是因为

|x| → ∞ : ∂iϕ j →
F
|x|

(
δi j −

xix j

|x|2
)

2∑
i, j=1

(∂iϕ j)2 → F2

|x|2

w
d2x∂⃗ϕ∗∂⃗ϕ → 2π

∞w
0

d|x|F
2

|x| : Log 发散 (8.8)

由此可以看出，涡旋孤子解在空间无穷远处的能量是发散的。对于时空子

而言，这意味着在空间无穷远处有一个无穷大能量的能量源。这是不符合

物理的。为了消除这个发散，一个简单有效的办法是让这无穷大的能量分

布在整个时空中。这意味着我们需要引入一个局域规范场。实质上，在质量

作用原理框架下，局域能量的不守恒说明这个局域规范场从一开始就需要
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引入。为此，我们需要把局域的导数变为协变导数，同时引入规范场的运动

学项，拉格朗日量此时就变成

L =
1
2

Dµϕ
∗Dµϕ − 1

4
FµνFµν − V(ϕ,ϕ∗) (8.9)

Dµϕ = ∂µ − igAµ (8.10)

在质量作用原理框架下，时空子标量场在空间无穷远处的显现为实标量场。

这是因为复标量场体现的是时空子的量子属性，而在空间无穷远处，量子

属性已经被极端压低，此时复标量场自动退化为实标量场。即

ϕ→ Feiφ|φ=0 = F (8.11)

此时时空子场的梯度

∂⃗ϕ =
(
∂rϕe⃗r + ∂φϕe⃗φ

)
φ=0
= iF/r (8.12)

在空间无穷远处，规范场趋于纯规范（即规范等价于零的规范场），即

A⃗→ 1
ig
ϕ−1∂⃗ϕ (8.13)

用极坐标分量形式可以写成

Ar = 0, Aφ =
1
gr

(8.14)

在一般情形下，在任意空间位置，我们不能让复标量场直接等价于实标量

场。但事实上，在空间任何一点都可以通过规范变换来得到一个实标量场，

即

ϕ→ ΩF, Ω(x⃗) = eiφ(x⃗) (8.15)

此时，

A⃗→ − 1
ig
Ω∂⃗Ω−1 (8.16)

事实上，在这种一般构造下，时空子的运动学发散会被严格消去，即

D⃗ϕ→
(
∂⃗Ω+Ω(∂⃗Ω−1)Ω

)
F = Ω∂⃗(Ω−1Ω)F = 0 (8.17)
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用分量形式，如 (8.16) 的规范场 A⃗ 可以写成

Ai = −
1
g
ϵi j

x j

r2 (8.18)

由斯托克斯定理

Φ ≡
�

C=n·∂Σ
A⃗dx⃗ =

w
Σ

B⃗dσ⃗ =
2πn

g
≡ gm (8.19)

由此我们可以知道，只要存在 ANOZ 涡旋解，那么规范相互作用的荷就满
足狄拉克量子化条件 [42]，即

g · gm = 2πn, n ∈ Z (8.20)

这意味着只要存在 ANOZ 涡旋解，电荷就是量子化的。当 n 为负整数时，

对应的是涡旋的旋向反向（意味着电荷反向）。在现代物理框架下，电荷

量子化是由于存在磁单极子解。但在质量作用原理框架下，电荷量子化是

ANOZ 涡旋态的自然推论，并不需要引入磁单极子。因此时空场是电荷量
子化的起源。

8.4 从 2+1 维到 3+1 维时空

在 3+1 维闵氏时空中，局域时空对称性为洛伦兹群 SO(3, 1)。李群理

论里，SO(3, 1) 与直积群 SU(2) × SU(2) 李代数同构，即

so(3, 1) � su(2) × su(2) � so(3) × so(3). (8.21)

实际上，这说明至少从局域来看，3+1 维的时空看上去像是两个三维时空
的交叠扩张。

现在我们从代数上，我们来仔细观察这种局域的维度扩张是如何实现

的。注意到洛伦兹群的六个生成元可以明显写成

Ki ≡ L0i = t∂i − xi∂t i, j, k ∈ [1, 2, 3] (8.22)

Rk = ϵ
i j

kLi j = ϵ
i j

kxi∂ j (8.23)
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而 su(2) 李代数则与 so(3) 同构，写成微分算子形式，它表现为

Sa = ϵ
abcra∂rb (8.24)

S̃a = ϵ
abcla∂lb (8.25)

两个 su(2) 对应于 6 个维度，即

r1, r2, r3, l1, l2, l3

所以虽然代数上洛伦兹群和双 SU(2) 直积群是同构的。但实际上从忠实表

示来看，这两者并不一致。注意到在洛伦兹群中，代数存在一种隐含的对偶

性，它将 2 维平面映射为对应的 1+1 维法平面。即

⋆ : e0 ⊗ ei → ϵ jk
0i e j ⊗ ek

⋆ : e j ⊗ ek → ϵ0i
jke0 ⊗ ei (8.26)

这种对偶性与微分几何中的 Hodge 对偶是非常类似的。它实际上规定了从
2+1 维到 3+1 维时空扩张必须遵从的规则。

由此，我们可以知道，如果理论被定义在 3+1 维闵氏时空的一个 2+1
维截面上，那么将它扩张到 3+1 维的原则就是遵从 Hodge 对偶原则。在我
们研究的涡旋解的过程中，这个对偶事实上对应于一个重构操作。对于一

个 2+1 维涡旋来说，它的涡管截面是一个二维平面，几何上等价于一个圆
盘。但趋于涡旋中心时，这个截面圆盘趋于奇点。要使得这个奇点在几何

上被重构修复，需要引入一个有限大小的球体。这相当于是说让涡旋圆盘

平面在额外的第三空间维旋转成一个球。这个过程就相当于引入了上述的

Hodge 对偶性的物理操作。

8.5 光子的 ANOZ 涡旋起源

在 ANOZ 涡旋态的讨论中，我们得到了涡旋态的规范约束以及规范荷
的量子化条件，并没有考虑涡旋态的动力学。涡旋态本身是时空子的集体

激发，因此不是基本的场。它的动力学不能通过基本时空子场的动力学来

解析得到。因此为了明显得到涡旋态的动力学，我们需要得到一个关于涡

旋态的拉格朗日量。
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8.5.1 法平面动力学

对于时空子复标量场的运动学部分，即，

Lϕ =
1
2

D⃗iϕ
∗D⃗iϕ =

1
2
|(∂i − igAi)ϕ|2 (8.27)

在本小节中，i, j, k, l,m,n = 0, 1, 2 标记粒子运动法平面上的动力学。我们只

考虑涡旋势附近的激发，即，ϕ = Feiφ。上式可以写为

Lϕ =
1
2

F2 (∂iφ − gAi
)2 (8.28)

这个拉氏量可以做平方配比转化为一个一次形式，即

Lϕ = −
1

2F2ξ
iξi + ξi(∂iφ − gAi) (8.29)

其中 ξi 是一个无动力学的辅助场。注意到，对于涡旋解而言，φ作为标量场

的相位是奇异的。因此我们需要将它分解为光滑部分 φ0 和涡旋部分 φvortex,
即

φ = φ0 + φvortex (8.30)

由于我们并不想要研究光滑相角（非涡旋解）的动力学，所以我们首先需要

将光滑相角的贡献从拉氏量中积掉。通过欧拉-拉格朗日运动方程，我们得
到了辅助场的约束方程

∂iξ
i = 0 (8.31)

这个方程实际上说明 ξi 是一个 (2+1) 维的无源场。由斯托克斯定理，可知
它可以写成一个纯旋度，即

ξi = ϵi jk∂ jak (8.32)

另一方面，辅助场 ξi 的动力学也可以通过欧拉-拉格朗日方程得到，即：

ξi = F2(∂iφ − gAi) (8.33)

上面的两个式子事实上定义了一个隐藏的对偶性，即

F2(∂iφ − gAi) = ϵi jk∂ jak (8.34)
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将它代入到 (8.29) 中，我们可以得到

Lϕ =
1

2F2ξ
iξi =

1
2F2 ϵ

i jk∂ jakϵimn∂
man

=
1

2F2 f jk f jk (8.35)

其中

f jk = ∂ jak − ∂ka j (8.36)

为 a 场的场强。我们看到，时空子场的动力学完全等价于一个矢量场，即 a

场的运动学。我们将规范场 A 的运动学部分补齐，那么总的拉氏量就可以

写成

Ltotal = LA +Lϕ = −
1

4g2 F jkF jk +
1

2F2 f jk f jk (8.37)

8.5.2 Hodge 对偶

在 2+1 维法平面上，粒子的动力学是被约束在平面上的。但是我们从
(8.34) 可以看到，相位角 φ 的动力学实际上等价于一个规范场 a 的运动学。

注意到在 2+1 维的涡旋动力学中，所有的奇异性质都是相角的奇异性引发
的。这导致伴随的规范场在涡旋中心处也是奇异的。为了消除奇异性，我们

可以将 2+1 维霍奇对偶关系 (8.34) 延拓到 3+1 维。这种 3+1 维的 Hodge
对偶反映了前文揭示的 3+1 维洛伦兹群的局域对偶性。在 3+1 维，复时空
子场变为实标量场，因为此时我们将相角固定到 0，所以它根本没有任何动
力学。由此导致在 3+1 维只有自由的实标量时空子场。在 3+1 维里，我们
可以定义 a 场的 Hodge 对偶为

F′αβ =
√

2gFiϵαβi j f i j (8.38)

由此定义了一个规范场 A′ ,

F′αβ = ∂αA′β − ∂βA′α (8.39)

它在 3+1 维的任意 2+1 维子流形上的动力学都等价于 2+1 维子流形的 a

场动力学。由此，我们知道

Ltotal = −
1

4g2 F jkF jk −
1

4g2 F′αβF′αβ (8.40)
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实际上，这两个部分在 3+1 维完全可以合成一项，只需要定义新的 Ã 满足

1
g

F̃i j = Fi j,
1
g

F̃αβ = F′αβ (8.41)

注意上式实际上是六个方程，将它写成分量形式就是

∂0Ã1 − ∂1Ã0 = g(∂0A1 − ∂1A0) (8.42)

∂0Ã2 − ∂2Ã0 = g(∂0A2 − ∂2A0) (8.43)

∂1Ã2 − ∂2Ã1 = g(∂1A2 − ∂2A1) (8.44)

∂0Ã3 − ∂3Ã0 = g(∂0A′3 − ∂3A′0) (8.45)

∂1Ã3 − ∂3Ã1 = g(∂1A′3 − ∂3A′1) (8.46)

∂2Ã3 − ∂3Ã2 = g(∂2A′3 − ∂3A′2) (8.47)

在 0-1-2 法平面上，我们可以假定

Ã0|Σ=(t,x1,x2) = gA0, Ã1|Σ=(t,x1,x2) = gA1, Ã2|Σ=(t,x1,x2) = gA2 (8.48)

其中 Ãi|Σ=(t,x1,x2) 表示四维时空中的规范场约束到法平面 Σ = (t, x1, x2, 0) 的

函数形式。那么由 (8.45-8.47) 我们可以知道，只要 A0,A1,A2 的关于 x3 的

函数与 A′0,A
′
1,A

′
2 相一致，即

Ai(0, 0, 0, x3) = A′i(0, 0, 0, x3), i = 0, 1, 2 (8.49)

那么就可以得到

Ã3(t, x1, x2, x3) = gA′3(t, x1, x2, x3) (8.50)

实际上，由于 A′3 本身就是由于 Hodge 对偶新出现的矢量场分量，在最多
相差一个场强为零的纯规范下，它事实上是唯一的。因此，我们可以得到一

个简单的解

Ãi(t, x1, x2, x3) = g(Ai(t, x1, x2, 0) + A′i(0, 0, 0, x3)), i = 0, 1, 2 (8.51)

Ãi(t, x1, x2, x3) = gA′3(t, x1, x2, x3) (8.52)



8 光子的时空子涡旋起源 73

至此，我们完成了规范场从 2+1 维到 3+1 维的维度扩张，在此扩张下，我
们可以得到

Le f f
3+1d = −

1
4

F̃µνF̃µν, µ, ν = 0, 1, 2, 3 (8.53)

它恰好就对应于 3+1 维的麦克斯韦场强。用 3 维场强写下，F̃µν 可以表示

为

Ei = F̃0i, Bi = ϵi jkF̃ jk, i, j, k = 1, 2, 3 (8.54)

在上面的推导中，我们看到，ANOZ 涡旋的动力学效应完全等价于电磁场
的运动学。这说明，光子实际上就是伴随着 ANOZ 涡旋出现的。由此可见，
在 3+1 维的渐近几何下，ANOZ 涡旋的奇异性消除就自然衍生出麦克斯韦
场强。

我们由此可以得到结论，当引入第三空间维后，涡旋的奇异性被消除。

而运动方程则变为 3+1 维的 Maxwell 方程。它就是 maxwell 方程组

∇⃗ · E⃗ = 0 (8.55)

∇⃗ · B⃗ = 0 (8.56)

∇⃗ × E⃗ = −∂B⃗
∂t

(8.57)

∇⃗ × B⃗ =
∂E⃗
∂t

(8.58)

之所以仅仅只是无源电磁场的运动方程，是因为目前我们没有考虑物质场

的动力学。我们将考虑物质粒子的引入的情况。

8.6 库伦力

我们现在考虑物质粒子之间的相互作用。在流体力学中，如果两个涡

旋的旋向是相同的（相反的），那么它们之间互相排斥（吸引）。这是伯努利

原理的自然推论。对于 2+1 维涡旋而言，仅存在两种不同的手性，即左手
和右手手性。
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早在二十多年前，人们已经发现了流体力学运动方程和 Maxwell 运动
方程的一致性 [61]。这在 [63] 的论文中得到了进一步的详细的证明。但是
在前人的工作中，这种流体-电磁对应仍然可以看作是一个巧合。而在时空
子的涡旋表述下，这个流体-电磁对应猜想有了理论上的支持。我们可以从
时空子涡旋的特性中，找到电磁相互作用的根源。在前文中，我们只考虑

了时空子和规范场的动力学。并没有考虑物质粒子和它们之间的相互作用。

为了考虑物质粒子之间的相互作用，我们在拉氏量中引入物质场，即

Ltotal = −
1
4

F̃µνF̃µν − iψ̄γµD̃µψ +mψ̄ψ (8.59)

D̃µ ≡ ∂µ + ieÃµ (8.60)

尽管在上面的拉氏量中没有出现时空子涡旋，但这里的相互作用应当理解

为时空子涡旋和物质粒子的一个有效表示。这是因为涡旋的动力学现在等

价于 3+1 维规范场。除了涡旋和粒子的相互作用外，其他时空子和物质粒
子的碰撞并不在本章的考虑范围内。尽管它们在研究物质粒子之间的引力

是非常重要的。从全局的观点来看，时空子和规范场是脱耦合的，所以所有

的局域动力学都被等价为 3+1 维规范场的动力学。注意到我们引入的拉氏
量和量子电动力学的拉氏量是完全一致的。在标准的场论计算下，物质粒

子的相互作用和量子电动力学得到的库伦相互作用将毫无二致。但在质量

作用原理框架下，传递粒子相互作用的规范粒子，其本身并不是直接源自

于物质粒子，而是源自时空子的涡旋。这一点与现代量子场论有本质的不

同。

定义四维电流

jµ ≡ iψ̄γµψ (8.61)

我们可以看到，规范场和四维电流有一个耦合项，即 eAµ jµ。这个耦合项的
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图 4: 光子看作 Hopf 链环

存在使得运动方程需要被改写，事实上，它就是有源电磁场方程，即

∇⃗ · E⃗ = j0 (8.62)

∇⃗ · B⃗ = 0 (8.63)

∇⃗ × E⃗ = −∂B⃗
∂t

(8.64)

∇⃗ × B⃗ = j⃗ +
∂E⃗
∂t

(8.65)

8.7 光子运动方程的另一种推导

至此，从 ANOZ 涡旋出发，我们至少可以得到电荷的四种属性：1. 只
存在两种电荷，同荷相斥，异荷相吸。2. 电荷是量子化的。3. 电荷通过光
子来传递相互作用。4. 电荷之间的作用力是库仑力

基于上节的计算和 Hodge 对偶的讨论，我们实际上已经知道光子的特
点：它伴随着时空子的非微扰涡旋孤子解的出现而出现；它在 2+1 维法平
面上表现为一个规范场，这个规范场和其 Hodge 对偶的场共同组成了 3+1
维的光子场。因此从数学上我们知道，3+1 维光子场实际上恰好可以表达
为 2+1 维规范场的拓扑激发态，即 Hopf 链环态。我们来详细阐述这个结
论。这样的结论对于解释零质量光子的自旋为 1 具有原则性的指导意义。

在时空子涡旋的框架下，涡管由两部分组成，其一是时空子场 ϕ 它的
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梯度就表征涡管的流向。其二是 2+1 维规范场 A，它的场强表征涡管的旋

向。在 Hodge 对偶性下，时空子场的孤子部分的动力学等价于另一个规量
场 A 的动力学。在拓扑学上，涡旋管代表一个威尔逊圈，它的霍奇对偶是

特霍夫特圈。把它们放在一起就形成了著名的拓扑对象–Hopf 链环，如图
4 所示。Hopf 链环显然是一个非局部对象。Hopf 链环的拓扑稳定性保护了
它，因此它可以在时空中传播而不会耗散，除非它遇到另一个涡旋。这与电

磁相互作用中发生的情况非常相似，即光子传播电荷之间的相互作用。我

们已经看到了 Ã，也就是 A 和 A′ 的联合表示，它满足的运动方程正是麦

克斯韦方程。因而，Ã 场是霍普夫环的有效表示

至此我们论证了光子是两个互为霍奇对偶的 2+1 维规范场在 3+1 维
中形成的拓扑 Hopf 链环。这两个拓扑圈恰好对应于 3+1 维左旋和右旋的
拓扑圈表示。在我们考虑的情形下，一个左旋的拓扑圈对应于一个左旋的

自旋纤维，而一个右旋的拓扑圈则对应于一个右旋的自旋纤维。物理上，并

不存在真正拓扑的对象，所以我们需要考虑这个 Hopf 链环的动力学效应。
任何一个拓扑圈的形变都将会影响整个 Hopf 链环。而一个拓扑 Hopf 链环
的形变反映在纤维丛上就是一个自同构映射：

A : ΛL ⊗ΛR → ΛL ⊗ΛR (8.66)

映射 A 是丛 ΛL ⊗ ΛR 上的自同构映射。而 ΛL 和 ΛR 则表示左手旋量丛和

右手旋量丛。在本文的附录 D 中，我们证明，这样的自同构映射只能是一
个矢量映射。相应的，时空中任意的局域导数都要改变为协变导数，即

∂µ → Dµ = ∂µ − igAµ (8.67)

这样构造出来的协变导数带来的结果是局域输运的非平庸性。也即李代数

非平凡

[Dµ,Dν] = DµDν −DνDµ = −ig(∂µAν − ∂νAµ) (8.68)

这样的非平凡的局域输运恰恰就可以反映局域的同胚形变。这种形变的强

度就由上式中的 g 来刻画，它对应于粒子的荷。因此我们可以说，电荷的
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大小反映的是局域时空的拓扑子空间的形变的强度。上式的右边恰好和电

磁场的四维场强定义一致，即

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ (8.69)

由于

Dµ[Dµ,Dν] = −ig∂µ(∂µAν − ∂νAµ) − g2Aµ(∂µAν − ∂νAµ)

= ig�Aν + ig∂ν(∂µAµ) − g2∂µ(AµAν) + g2(∂µAµ)Aν

+
1
2

g2∂ν(AµAµ) (8.70)

在保持洛伦兹不变的规范条件 ∂µAµ = 0 下，上式只有全微分的贡献，而全

微分在无边界的自由场情形下一致为零。所以这个方程可以简单的写成

DµFµν = 0 (8.71)

写成三维的形式，它可以表示为：

∇⃗ · E⃗ = 0 (8.72)

∂tE − ∇⃗ × B⃗ = 0 (8.73)

另一方面，由于 Hopf 链环的构型在左右对偶下形态不变，这将导致电磁场
强 Fµν 在电磁对偶下的运动方程不变。注意到两个拓扑圈分别对应于洛伦

兹群的左手表示和右手表示。左右对偶意味着要让 (0, i) → ( j, k) 指标转换，

这在四维时空中可以用列维-西维塔联络来实现，也即

ϵ0i jk : (0, i)→ ( j, k) (8.74)

对于电磁场强，我们有如下的对偶关系

F̃αβ ≡
1
2
ϵµναβFµν (8.75)

列维-西维塔联络使得电磁场的地位互相对调，在三维标记下，上式对应于

E⃗→ B⃗, B⃗→ −E⃗ (8.76)
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在此对偶下，电磁场方程 (8.71) 的对偶方程就是

DµF̃µν = 0 (8.77)

写成三维形式就是

∇⃗ · B⃗ = 0 (8.78)

∂tB⃗ − ∇⃗ × E⃗ = 0 (8.79)

方程 (8.72,8.73,8.78,8.79) 就是真空中电磁场的运动方程。这就证明了在质
量作用原理的框架下，2+1 维规范场的 Hopf 链环的运动满足 Maxwell 运
动方程，因此它就是 3+1 维的光子。

图 5 表明了一个形变如何从一个电子传播到正电子。其中红色上箭头
代表左旋拓扑圈，绿色下箭头代表右旋拓扑圈。

8.8 光子和涡管

我们已经知道，在质量作用原理的框架下，物质粒子的自旋起源于时

空子和它们的碰撞，这些碰撞导致粒子在局域时空中的拓扑圈转动。现在

我们也知道光子可以表示为缠绕在 3+1 维局域时空的拓扑圈的 Hopf 链环。
所以光子的自旋也可能起源于时空子。

在质量作用原理框架下，有质量粒子的自旋已经在上一节中得到了充

分的阐述。电子和正电子分别围绕着洛伦兹群的拓扑子群 U(1)L 和 U(1)R

旋转。在任意时刻，电子具有一个拓扑的相位 φL ，而正电子具有拓扑相位

φR。这两个相位是完全不确定的，也即，电子和正电子都具有一个相位对

称性，即 U(1) 对称性。由于这是局域洛伦兹群的拓扑子群诱导的对称性，

因此该 U(1) 对称性是一个局域的相位对称性，也就是规范对称性。

在 U(1) 的参量为 θ 的局域变换下，粒子的全同性要求

ψ→ ψe−iφL ≡ ψe−iθ, ψ̄→ ψ̄e−iφR ≡ ψeiθ (8.80)

由此可知

φL = −φR = θ (8.81)
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electron positron

图 5: 光子传递电荷之间的相互作用

这说明这个 U(1)规范群是 U(1)L×U(1)R 的对角子群。它表示左手电子和右

手正电子在各自的洛伦兹拓扑子群的变换下的参数通过整数-1 来传递。-1
这个整数就是相应的转移矩阵。这个概念可以拓展到参数的高维转换。如

果左手粒子和右手反粒子的参数转移矩阵不是一个一维的数，而是一个纠

缠矩阵，那么相应的规范群就不是 U(1) 群，而是一个非阿贝尔群。

在这个图景中，光子的是 2+1 维规范场的 Hopf 链环，它没有获得任
何质量。因此光子是一个无质量的粒子。但它带有时空子和电子的碰撞的

信息，因此它会记录电子的运动，也就携带质量作用原理框架下的自旋的

信息。从洛伦兹群的拓扑子群的分类来看，它属于 (1, 1) 表示，因此是一个

自旋为 1 的粒子。因此，从光子的 Hopf 链环假设出发，我们得到了它的自
旋是 1，且质量为零。这事实上解释了无质量粒子的自旋的起源。

8.9 质量作用原理框架下的带电轻子代数

下面我们讨论标准模型中带电的轻子。考虑到 3 维空间中任意一点 O

都有三个互相垂直的 2 维平面。以 O 为坐标原点取平面直角坐标系，其中
描述 2 维子平面上具有涡旋解的 2+1 维拉氏量为：

L2+1
a = ∂µϕ

∗∂µϕ − λa

2

(
ϕϕ∗ − F2

)2
(8.82)

其中 a = 1, 2, 3,分别对应于 (x0, x2, x3), (x0, x1, x3), (x0, x1, x2)三维子空间；λa

是耦合常数，反映了势场的强弱，与物质粒子的质量密切相关。如果 λa = 0

即 V(x) = 0，表明时空子不碰撞粒子，粒子不具有质量，此时涡旋解亦不存

在。因此粒子的质量是粒子具有电荷的先决条件。引入规范场, 考虑涡旋势
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附近的激发，由 (8.38) 式可得：

L2+1
a = LĀ + Lϕ = −

1
4

Fi jFi j +
1
4

fi j f i j, (8.83)

在对应的子空间上取值。这里为记号简洁，已将耦合常数取为 1。此时的拉
氏量中已不含 λa, 与耦合常数无关，从而与基本粒子的质量无关。下面通
过 Hodge∗ 对偶，把 2+1 维的理论提升到 3+1 维时空，记 Fαβ = iϵi j

αβ fi j。以

L2+1
1 为例

L2+1
1 = −1

4
Fi jFi j +

1
4

fi j f i j (8.84)

i, j 是源于子空间 (x0, x2, x3) 的指标，i, j = 0, 2, 3 , 对应的独立的场强分量为

F02,F03,F23, f02, f03, f23.

由 Fαβ = iϵi j
αβ fi j 可得：

Fαβ = iϵ02
αβ f02 ⇒ F13 = −i f02

Fαβ = iϵ03
αβ f03 ⇒ F12 = i f03

Fαβ = iϵ23
αβ f23 ⇒ F01 = −i f23

(8.85)

这里取用了通常的约定 gµν = diag(1,−1,−1,−1), ϵ0123 = 1。把 L2+1
1 提升到

3+1 维时空，有

L3+1
1 = −1

4
F̃µνF̃µν = −

1
4

F̃i jF̃i j +
1
4

F̃αβF̃αβ

= −1
4

F̃i jF̃i j − 1
4

f̃i j f̃ i j (8.86)

其中

F̃µν =


0 −i f̃23 F̃02 F̃03

i f̃23 0 i f̃03 −i f̃02

−F̃02 −i f̃03 0 F̃23

−F̃03 i f̃02 −F̃23 0

 (8.87)
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同理，对应于 L2+1
2 ,

Fαβ = iϵi j
αβ fi j ⇒


Fαβ = iϵ01

αβ f01 ⇒ F23 = i f01

Fαβ = iϵ03
αβ f03 ⇒ F12 = i f03

Fαβ = iϵ13
αβ f13 ⇒ F02 = i f13

(8.88)

L3+1
2 = −1

4
F̃µνF̃µν = −

1
4

F̃i jF̃i j +
1
4

F̃αβF̃αβ

= −1
4

F̃i jF̃i j − 1
4

f̃i j f̃ i j (8.89)

其中

F̃µν =


0 F̃01 i f̃13 F̃03

−F̃01 0 i f̃03 F̃13

−i f̃13 −i f̃03 0 i f̃01

−F̃03 −F̃13 −i f̃01 0

 . (8.90)

对应于 L2+1
3 ,

Fαβ = iϵi j
αβ fi j ⇒


Fαβ = iϵ01

αβ f01 ⇒ F23 = i f01

Fαβ = iϵ02
αβ f02 ⇒ F13 = −i f02

Fαβ = iϵ12
αβ f12 ⇒ F03 = −i f12

(8.91)

L3+1
3 = −1

4
F̃µνF̃µν = −

1
4

F̃i jF̃i j +
1
4

F̃αβF̃αβ

= −1
4

F̃i jF̃i j − 1
4

f̃i j f̃ i j (8.92)

其中

F̃µν =


0 F̃01 F̃02 −i f̃12

−F̃01 0 F̃12 −i f̃02

−F̃02 −F̃12 0 i f̃01

i f̃12 i f̃02 −i f̃01 0

 . (8.93)
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由此可知 3 个不同的 2+1 维的拉氏量 L2+1
a 提升到 3+1 维时空得到

L3+1
a = −1

4
F̃µνF̃µν = −

1
4

F̃i jF̃i j +
1
4

F̃αβF̃αβ

= −1
4

F̃i jF̃i j − 1
4

f̃i j f̃ i j , (8.94)

它们是同一个拉氏量，可以通过坐标轴的转动彼此转化，对应规范场 A⃗, a⃗

内部的转动：

L3+1
1 ← (ê1 ↔ ê2)→ L3+1

2 ← (ê2 ↔ ê3)→ L3+1
3 (8.95)

因此对于 3+1维时空中的描述基本点荷的电磁场，当我们追溯它的 2+1维
的起源时，它可能源于 3 个正交的两维平面中的任何一个，因此存在 3 个
自由度，由 λa, a = 1, 2, 3 来描写，由此可得基本粒子中带有基本电荷的轻

子最多只能有 3 种。而我们知道 3+1 维时空中带电轻子有 3 种，他们具有
不同的质量，与 λ1 , λ2 , λ3 , 0 相对应. 从时空子的角度看局域时空的各
向同性被破坏。综上可知：在质量作用原理的框架内，带电轻子最多只能有

三代，这与时空的维数是 4 维密切相关。

8.10 本章小结

在本章中，我们从质量作用原理的时空子图景出发，详细阐述了电磁

相互作用的时空子起源。在质量作用原理的框架下，3+1 维电磁场实际上
表现为 2+1 维法平面上的规范场及其 Hodge 对偶的 Hopf 链环。它是一个
拓扑态。从这个拓扑态构型出发，我们可以从两种不同的方法得到电磁场

的经典运动方程，即 Maxwell 运动方程。这个链环拓扑态结构也可以解释
零质量的光子为何具有自旋为 1 的性质。

需要特别说明的是，在本章中，我们考虑的是物质粒子对周围时空的

时空子的非微扰激发态效应。但是，并不意味着时空能量的非微扰效应只

能由物质粒子来激发。在宇宙大爆炸早期，时空的能量扰动非常巨大，此

时没有粒子也会导致时空子的非微扰效应。而我们在本节已经看出，时空

子的非微扰效应将会诱导出电磁波。这说明在宇宙大爆炸的早期，将会是
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一个以辐射为主的宇宙，这与当前的宇宙学理论是不谋而合的。而进一步，

在黑洞周围的时空能量涨落也是非常巨大的，微扰效应已经不适用了。在

黑洞周围同样会有辐射，这种辐射和霍金辐射的机制完全不同。但在质量

作用原理的框架下，并不需要引入虚粒子对来解释黑洞的辐射效应。这实

际上也为黑洞物理学提供了一个全新的研究方向。

最后并且最重要的是，我们推导了带电轻子的代的数目。这是一个全

新的结果，是目前的量子场论框架中无法得到的结果。在质量作用原理的

框架中，通过时空子的涡旋，带电轻子的代的数目可以被推断。

9 质量作用原理框架下带电粒子的辐射

在经典物理学中，原子的稳定存在有一个明显的困难。根据麦克斯韦

电磁理论，加速电子以电磁波的形式辐射能量。绕原子核运行的电子不断

加速，因此绕轨道运行的电子应该不断辐射能量，导致电子螺旋掉入原子

核，稳定的原子将不复存在。

玻尔打破了经典物理学的说法，强行规定电子在围绕原子核加速时不

会辐射光子。仅当电子从较高能级跃迁到较低能级时才会发生光辐射。从

波尔模型以来一百多年，最初的疑难问题依然存在：电子在氢原子中运动，

为什么不会对外辐射光子？根根据经典电动力学，做加速运动的电子会辐

射出电磁波，致使能量不断损失，而玻尔模型无法解释为什么处于定态中

的电子不发出电磁辐射。

虽然波尔模型只是量子力学最初的尝试，但这个疑难问题，在后来量

子力学成熟发展后的哥本哈根诠释中也被掩盖了。哥本哈根诠释对这个疑

难的回答，包含着若干条相互关联但并不完全统一的纲领：

1. 波粒二象性。实验仪器探测到电子时，电子是一个局域性的粒子。实
验仪器没有探测到电子时，电子是一个非局域性的波。因此不能谈论电子

的速度和加速度。

2. 来自波恩规则的概率波，也是哥本哈根诠释的一个重要组成部分。
它认为波粒二象性中的波不是真实的波动，而是概率幅的波动。如果是真
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实的波动，那么电荷在空间会有一个分布, 然而实验证明电荷是量子化的。
3. 不确定性关系。电子不能同时具有确定的速度和坐标。因此电子不

具备运动轨迹，那么经典电动力学所预言的辐射自然就无从谈起。

以上的观点，原本只是哥本哈根学派的一家之言，后来慢慢演变为目

前物理学界的主流解释。这个解释并没有真正从机理上解决电子在氢原子

中运动不对外辐射光子的问题。根据本文中提出的质量作用原理，氢原子

中电子的运动轨迹是真实存在的，具有真实的物理坐标和速度。电子作为

真实的客体，在原子中做局域性的运动，必然不能保持直线匀速运动的状

态，因此具有加速度。如何让电子既有加速度而又不辐射，这是本章研究的

核心问题。

9.1 自由带电粒子的辐射

我们先来看一个任意运动的点电荷所产生的场

ϕ =
e

R(1 − v⃗· ˆ⃗n
c )

(9.1)

A⃗ =
ev⃗

cR(1 − v⃗· ˆ⃗n
c )

(9.2)

其中 R⃗ = R ˆ⃗n是从电荷所在点到观察点的径矢,v⃗是带电粒子的速度。如
果是一个自由电子作布朗运动，因为时空子的随机碰撞是各向同性的。在

质量作用原理框架下，一秒之内时空子撞击电子的平均次数为 1020 次。也

就是说，本文中由质量作用原理推导出来的理论，所探讨的典型时间尺度

在 10−20 秒。碰撞的间隔时间极短，在实验可测量的时间间隔 4t 内，带电

自由粒子的平均速度和平均加速度都为零

< v⃗ >= 0 (9.3)

< ˙⃗v >= 0 (9.4)
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以下我们把速度空间自由电子的径向几率分布记为 ρ f (v)，其角分布是

球对称的，区别于束缚态情况的几率分布 ρb。记实验观察的时间为 t，辐射
发生的时间为 t′，两者之间满足 t′ + R(t′)

c = t。注意到 10−20s� 4t� t − t′，

单次时空子碰撞导致的带电粒子位移远远小于 R，因此可以忽略时间间隔

4t 内电子的位移和单次碰撞的时间差，即认为时间间隔 4t 内的多次碰撞

是同时发生的。

根据电磁场的定义式：

E⃗ = −1
c
∂A⃗
∂t
− ∇ϕ (9.5)

B⃗ = ˆ⃗n × E⃗ (9.6)

一个任意运动的点电荷所产生的辐射电场为：

E⃗ =
e

c2R(1 − v⃗· ˆ⃗n
c )3

ˆ⃗n × (( ˆ⃗n − v⃗
c

) × ˙⃗v) (9.7)

相应的辐射磁场为

B⃗ = ˆ⃗n × E⃗ (9.8)

由于几率分布的球对称性，不失一般性，取 z 轴沿着 ˆ⃗n 的方向，我们

可以写出球坐标中的辐射电磁场为：

E⃗ =
e

c2R(1 − v cosθ
c )3
{ d
dt′

(
v
c

cosθ)(v sinθ cosϕêx + v sinθ sinϕêy) (9.9)

−(1 − v
c

cosθ)
d

dt′
(v sinθ cosϕêx + v sinθ sinϕ ˆey)}

B⃗ =
e

c3R(1 − v cosθ
c )3
{ d
dt′

(
v
c

cosθ))(v sinθ cosϕêy − v sinθ sinϕêx) (9.10)

−(1 − v
c

cosθ)
d

dt′
(v sinθ cosϕêy − v sinθ sinϕ ˆex)}
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因此 4t 时间内时空子的统计平均碰撞效应为：

< E⃗ >=
1

4π

πw
0

sinθdθ
2πw
0

dϕ
w

dvE⃗ρ f (v) (9.11)

< B⃗ >=
1

4π

πw
0

sinθdθ
w

dϕ
∞w
0

dvB⃗ρ f (v) (9.12)

其中 ρ f (v) 是布朗运动的速度分布函数与时间无关，即有：

<
d

dt′ (v sinθ sinϕêx − v sinθ cosϕêy)
(1 − v

c cosθ)2 >=
d

dt′
<

(v sinθ sinϕêx − v sinθ cosϕêy)
(1 − v

c cosθ)2 >

(9.13)
因此可得：

< E⃗ >=< B⃗ >= 0 (9.14)

由此，我们证明了自由电子作布朗运动时不辐射电磁波。时空子单次

碰撞产生的电磁场，由于几率分布球对称性的存在而神奇的抵消了！

以上的证明有两个重要的意义：

1. 自由粒子在哥本哈根诠释中，并不是在做匀速直线运动，因为匀速
直线运动有明确的轨道，每一瞬间都有确定的动量和位置。换句话说，哥本

哈根诠释本身无法证明自由电子不辐射光子。

2. 麦克斯韦的电磁理论，在微观世界依然成立。只有将电磁理论和布
朗运动相结合，才能证明自由电子不辐射光子。正是这个结合，提供了量子

力学的客观实在图景。

9.2 束缚态带电粒子的辐射

现在我们以氢原子中的电子为例子来研究。先讨论最重要的情况，氢

原子处于能量最低的状态（基态）。当氢原子核外电子处于基态的时候，电

子绕原子核运动一周需要约 1.5 × 10−15 秒。这个时间尺度依然比时空子碰
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撞的时间尺度大了五个数量级。因此碰撞时间间隔极短，上一节的多次碰

撞同时发生的假设依然成立。对于定态氢原子，电子束缚态的波函数为：

ψnlm(r, θ, ϕ) = Rnl(r)Ylm(θ, ϕ) (9.15)

电子径向位置的几率分布，即不管方向如何，在球壳 (r, r + dr) 内找到

电子的几率为：

r2dr
w

dΩ|ψnlm|2 =
w
χ2

nl(r)dr (9.16)

电子的几率随角度的变化为：

|Ylm(θ, ϕ)|2dΩ ∝ |Pm
l (cosθ)|2dΩ (9.17)

氢原子基态中电子的分布是球对称函数，即分布函数 Y0
0(θ,φ) 与球坐

标角度 θ 和 φ 都无关

Y0
0(θ,φ) =

√
π
4

(9.18)

需要注意，尽管氢原子体系的哈密顿量具有球对称性，但只有 S 态的
电子分布保持了这种对称性。这个证明实际上是普遍的，适用于任意能级

的 S 态（l = 0 称为 S 态），如 1S、2S、3S 等等。在任意 S 态上氢原子中
电子的分布是球对称函数，同样有分布函数 Y0

0(θ,φ) 与球坐标角度 θ 和 φ

都无关。通过傅立叶变换, 我们可以求出动量空间的波函数

Υnlm(P,Θ,Φ) =
{

1√
2π

e±imΦ

}{√
(2l + 1)(l −m)!

2(l +m)!
Pm

l (cosΘ)
}

(9.19)

×
{
π22l+4l!
(γh)3/2

√
n(n − l − 1)!

(n + l)!
ζl

(ζ2 + 1)l+2
Cl+1

n−l−1(
ζ2 − 1
ζ2 + 1

)
}

其中 γ = Z
na0
，ξ = P

ℏγ，a0 为玻尔半径。对于氢原子 Z = 1，动量空间的

几率密度为 ρnlm = |Υnlm(P,Θ,Φ)|2。对于任意一个 S 态，动量空间的几率密
度化简为:
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ρn00 = |Υn00(P,Θ,Φ)|2 = ρn00(P) (9.20)

可见，在任意一个 S 态，动量空间的几率分布都是球对称的。通过
P = mv 可以得到速度空间的几率密度 ρb(v)，因为这个几率的角分布是球

对称的，用上一节同样的方法可以得到:

< E⃗ >=
πw

0

sinθdθ
2πw
0

dϕ|Y0
0(θ,φ)|2

∞w
0

dvE⃗ρb(v) = 0 (9.21)

< B⃗ >=
πw

0

sinθdθ
2πw
0

dϕ|Y0
0(θ,φ)|2

∞w
0

dvB⃗ρb(v) = 0 (9.22)

由此我们证明了一个重要的结论，基态的电子不辐射光子，保证了基

态的稳定性，电子不会连续辐射光子，最终掉进原子核中。

由此，我们证明了束缚态带电粒子处在任意一个 S 态上都不辐射电磁
场。如果从经典物理的观点看，氢原子中的电子受到向心力的作用，必然做

平面运动，不可能有球对称的分布。正是时空子的随机碰撞，使得电子等概

率地分布在球面上，而且不同球面之间可以来回运动。从质量作用原理的

框架看，氢原子中电子任意 S 态的存在，恰恰是时空子的客观实在性证明。
对于非 S态的定态，电子动量空间的几率密度为 ρnlm = |Υnlm(P,Θ,Φ)|2 =

ρnlm(P,Θ), 通过 P = mv 可以得到速度空间的几率密度 ρb(v,Θ)。可见由于

角动量的存在，速度几率角分布的球对称性被破坏，因此一般情况下观测

点并不能取在 z 轴上。但是，根据对称性仍然可以将观测点取在 xoz 平面
上。相应的计算要复杂得多，但我们相信在原子核的作用下 4t 时间间隔，

时空子多次碰撞产生的电磁场依然存在着类似的相互抵消，最终使得氢原

子电子在任意定态上都不可以连续地辐射电磁波。

综上所述，我们从质量作用原理下时空子随机碰撞出发，论证了三个

重要的结论：

1. 自由电子不辐射光子。
2. 氢原子中处于 S 态（基态为能量最低的 S 态）的电子不连续辐射光

子。
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3. 只有将电磁理论和布朗运动结合起来，才能够完美解决微观带电粒
子的辐射问题。

根据这三个结论，我们从根本上解决了从波尔模型到哥本哈哥诠释一

直以来都无法真正解决的疑难问题，从而构建出微观世界即原子内部的真

实运动图景。

9.3 重新探讨哥本哈根诠释

自一个世纪前以来，爱因斯坦-玻尔关于量子力学的争论一直没有结束。
爱因斯坦持物理实在论的观点，认为一个完备的理论不仅可以用于解释和

预测实验结果，还必须描述物理世界的客观实在图景。爱因斯坦为此提出

了 EPR 悖论来坚决反对量子力学的波函数已经是对物理实在完备的描述。
而玻尔及其领导的哥本哈根学派认为，在实验测量之前，物理世界的客观

实在图景是不可能被任何理论所完备描述。举个著名的例子，哥本哈根诠

释认为在实验仪器探测电子之前，我们甚至不可以说电子是客观存在的。

爱因斯坦-玻尔的争论长期以来一直停留在哲学或思想实验的层次，直
到贝尔不等式的精密实验结果的出现。实验结果确切无疑地违背了贝尔不

等式，从而否定了所有定域性隐变量理论替代量子力学的可能。这些实验

看起来都是哥本哈根诠释的巨大胜利，因此对哥本哈根诠释的批判逐渐成

为现代物理学的禁区。

这个禁区掩盖了哥本哈根诠释本身无法弥补的漏洞，本章所详细论述

的带电粒子辐射问题正是一个代表性的例子。无论是自由电子还是束缚态

中的电子，哥本哈根诠释都无法正面回答一个问题：不是做匀速直线运动

的电子，为什么不会连续辐射电磁波？在我们看来，这是一个非常严肃的、

必须正面解决的难题。因为这个难题的背后，正是微观世界客观实在图景

的大问题：在实验仪器探测电子之前，电子究竟是如何运动？这种运动一方

面要与所有量子力学实验相吻合，又要与电磁理论的预言不相违背。只有

解决了这个大问题，才能真正建立微观世界的唯物主义解释。

根据质量作用原理，对所有的疑难我们给出了如下的正面回答：
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1. 在实验仪器探测电子之前，自由电子做无摩擦的布朗运动。在实验
仪器探测电子之前，即是说电子不受到任何人为实验因素的干扰，这是客

观世界的本来面目。哥本哈根诠释认为不可以问也无法回答的问题，我们

第一次给出了精确的答案。从这个答案出发，可以自然得到薛定谔方程、玻

恩法则和海森堡不确定性原理一系列有根本重要性的结果。

2. 自由电子不会连续辐射电磁波，其原因正是时空子的高频随机碰撞，
使得各个瞬时加速运动所辐射的电磁波之间相互抵消。如果不存在时空子，

不存在时空子引起的电子布朗运动，自由电子必然会连续辐射电磁波，与

实验结果有巨大的矛盾。

3. 氢原子中 S 态的电子不会连续辐射电磁波，因为 S 态的球对称形成
恰恰是时空子的高频随机碰撞的结果。如果不存在时空子，电子在向心力

的作用下只能做平面运动，不可能有球对称的分布。这个球对称分布结合

布朗运动的特性，保证了氢原子中 S 态的电子各个瞬时加速运动所辐射的
电磁波之间相互抵消。

4. 本章的分析逻辑上必然导致一个重大的结论：电磁理论在微观世界
完全适用。微观带电粒子最底层的运动是纯粹经典的，经典电动力学可以

准确描述，前提是时空子高频碰撞导致的布朗运动。不必像玻尔模型人为

规定定态不辐射，而是通过布朗运动的特性来抵消各个瞬时产生的电磁辐

射。我们必须强调，在微观世界不能规定经典物理自动失效，而是要从第

一性原理出发深入分析。单单从实验上原子不辐射电磁波的稳定性，就得

到经典电动力学不适用于微观粒子的结论，是不严谨并且是错误的。在质

量作用原理的框架下，我们证明了麦克斯韦电磁理论在微观世界完全适用，

自由带电粒子和氢原子 S 态电子并不辐射电磁波。
综上所述，本章中我们攻克了从玻尔模型开始就一直存在的大问题，为

爱因斯坦-玻尔百年来的争论划下最终的句号。爱因斯坦认为波函数不可能
是物理实在的完备描述，这个观点是正确的，因为时空子导致物质粒子的

布朗运动才是物理实在的完备描述。但是，“上帝不掷骰子”——爱因斯坦

之意是最基本层面上的物质世界行为不会是概率性的，这个观点是错误的。

因为最底层客观实在的图景，正是物质粒子永不停歇的在做布朗运动，而
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α β+ γ+ = 0

图 6: skein relation

布朗运动的每一步都是概率性的，充满了偶然性。只有时空子的存在，才能

呈现出微观粒子的概率性量子力学行为，同时构建出微观世界的客观实在

图景。这就是本文所述唯物主义量子力学的真义。

10 费米子自旋的时空子涡旋起源

本节我们将进一步从时空子涡旋的拓扑结构中来探讨自旋的本质。

在 2+1 维法平面中，当引入规范场后，涡旋中心的奇点被重构为一个
S1。从微分几何的观点来看，这个 S1 可以看作是涡旋这二维流形的边界。

从 Hodge对偶出发，我们可以得到这个 S1 的对偶，实际上也是一个 S1。我

们标记这个 S1 为 S1⋆。那么在 3+1 维时空中，S1 和 S1⋆ 最简单直观的拓

扑结构就是直接互相嵌套。它就是 Hopf 链环结构。从扭结理论出发，我们
知道在三维空间中，S1 和 S1⋆ 实际上还存在更基本的连接方式。这背后的

基本出发点就是绞关系（skein relation）。绞关系可以用如下的图示 10来表
示。

一个 Hopf 链环实际上有两个互为镜像的绞点。数学上，双绞点的链环
并不是 S1 和 S1∗ 所能构成的最基本的拓扑结构。最基本的双圈连接是单绞

点连接。在时空子涡旋构型下，我们可以有如下的代数-纽结对应猜想：洛
伦兹群的基本表示对应的是单绞点双圈相互对偶的涡旋的边界连接，而双

绞点连接对应的是洛伦兹群的伴随表示。在这个框架下，洛伦兹群的代数

表示论和纽结拓扑表示论有了深刻而清晰的联系。

但值得注意的是，这个猜想在数学上也是全新的。目前并没有直接的证

明。但通过现有的表示论来间接验证这种猜想的途径也值得深入研究。比

如可以通过仿射表示来连接彼此，即证明 Schur 多项式和 Jones 多项式之
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图 7: 时空子涡旋的拓扑相变

间的可积性关联。

10.1 时空子涡旋的拓扑相变

我们考虑在粒子的切平面和法平面上的时空子都存在涡旋解。这是因

为无论是切平面还是法平面，对于各向同性的时空子而言，并无本质的区

别。实质上，我们在前一章中所引入的涡旋解不仅仅在法平面上是孤子解，

在切平面上，同样也存在类似的孤子解。因此，在 3+1 维时空，我们需要
理解的是两个不同空间中的双涡旋相互作用的理论。

这样的双涡旋相互作用可以使得涡旋的中心彼此融合或者相交。我们

知道，由于规范场的存在，使得涡旋的奇点中心被重构为一个 S1。如果这

两个 S1 不存在彼此关联。那么切平面的动力学和法平面的动力学就会完全

解耦。而如果是这样，粒子周围的时空子的动力学就将会失去各向同性和

均匀的特性。这显然是与物理事实相违背的。换言之，如果切平面和法平面

的动力学不发生耦合，将会导致时空是碎片化的。因此，连接两个平面上的

动力学必须经由拓扑上的相变。

在涉及到双圈的最简单的拓扑相变是如图 7 所示的相变。注意到 Ed-
ward Witten 在 1989 年使用了 John Conway 在 1969 年提出的拆接关系
（Skein Relation）来研究扭结不变量。令人惊讶的是，图 7 中所示的拓扑相
变恰恰是 John Conway 的拆接关系。

由此我们可以知道，切平面和法平面上的时空子涡旋可以形成拓扑绞
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点。在双涡旋态的情形下，由于我们可以通过洛伦兹旋转将其中一个涡旋

转变为另一个。所以双涡旋可以有一个内部对称性，它是洛伦兹群的子群。

仔细分析可知，这样的旋转是 SO(3)群的双重覆盖，对应两个涡旋的 Z2 对

称性。之所以是双重覆盖，是因为在双涡旋情形下存在两个中心。涡旋的中

心本质上是粒子的位置所在。因此两个涡旋的中心实际上是重合的。只是

为了清晰的表示时空子涡旋的拓扑，我们将它分成两个来看。因此洛伦兹

群的旋转子群恰恰就必须是 SO(3) 的双重覆盖群。也就是 SU(2) 群。这也

揭示了拓扑绞点本身的内部对称性和自旋对称性完全一致。

10.2 涡旋的迷向

在第 8章处理时空子涡旋时，我们用 2+1 维规范场来消除了涡旋中心
的能量的发散性。本质上，这种发散行为来自于涡旋中心的奇点。我们将这

个奇点重构为一个 S1, 在数学上相当于引入了一个 U(1) 主丛结构，规范场

本质上是这个主丛上的联络。但实际上，将时空子涡旋中心的奇点重构为

圆圈，并没有将这个奇点的所有特性完全重构。这是由于奇点处本身是没

有定向的，也即是迷向的。但奇点重构为 S1 后，其定向是明确的。这说明

我们将奇点的迷向特性掩盖了。那么现在的问题就很明确了，即我们需要

在 S1 上引入迷向特性。

T. Martin 在 1976 年 [62] 就已经注意到数学上存在如下的对应。自旋
和平动效应在几何上可以分解。由此可以引入对应自旋和平动的联络。本

质上，扭量张量刻画了几何体的旋转自由度。它的涵义与表征平动自由度

的曲率张量类似。

我们现在考虑的 2+1 维时空子涡旋，本质上是一个微观时空。在这样
的时空里，不能忽略挠率带来的影响。微观挠率的存在对于宏观的测地线

运动并没有影响，因而也就不会影响广义相对论的结果。

质量作用原理指出：时空子撞击物质粒子，使得物质粒子获得质量。在

这种图景下，等效的时空子对物质粒子的碰撞为物质粒子提供了一个时空

势能。因此在物质粒子周围的时空是弯曲的。因此其周围的度规张量就不
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再是平直度量，而是一个弯曲的度量。

为了引入挠率，我们首先要引入处处正交的切标架场 ea(x) 如下：

ea(x) = ei
a
∂

∂xi , a = 0, 1, 2 (10.1)

满足如下的关系：

gi j = ηabei
ae

j
b, ηab = gi je

j
aei

b (10.2)

有了正交切标架，可以定义其对偶余切标架，即：

θa(x) = θa
i dxi (10.3)

它满足正交关系：

< θa, eb >= δ
a
b (10.4)

且有：

gi j = ηabθ
a
iθ

b
j , ηab = gi jθa

iθ
b
j (10.5)

此时微分间隔为：

ds2 = gi jdxidx j = ηabθ
a
iθ

b
jdxidx j = ηabθ

aθb (10.6)

对切标架场做协变微分，可定义自旋联络，即：

ωb
iaeb = Diea, ωb

ia =< Diea, θ
b > (10.7)

其中 ωb
ia(x) 称为自旋联络系数，而

ωb
a(x) = ωb

ia(x)dxi (10.8)

则是自旋联络 1-形式场，有了它，我们可以定义协变微分

D′ = ∂ + ω (10.9)

当作用在一个矢量场 ξa(x) 上时，

D′iξ
a =

∂ξa

∂xi + ω
a
ibξ

b (10.10)
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利用自旋联络，可以讨论满足局域洛伦兹对称下的自旋表示场与时空的耦

合。即如果存在局域洛伦兹对称的旋量场 ψ(x),那么其动力学意义上的动量
项为：

D′iψ = ∂iψ +
1
2
ωab

i Σabψ (10.11)

其中 Σab 为洛伦兹代数的自旋表示，即

[Σab,Σcd] = ηbcΣad + ηadΣbc − ηacΣbd − ηbdΣac (10.12)

引入自旋联络 ωab
i ，那么余切场 θ(x) 在此联络下的平行输运就定义了

流形上的挠率

τa
ik = D′iθ

a
k −D′kθ

a
i

=
∂θa

k

∂xi −
∂θa

i

∂xk
+ ωa

ibθ
b
k − ωa

kbθ
b
i (10.13)

它是余切标架场的场强。当它不为零时，表明流形是有挠即内在扭曲的。这

个余切标架场的非平凡性将导致我们在拼接两个 2+1 维理论的时候会发生
标架场的多值性。由于存在涡旋中心奇点，并且由于标架场也围绕奇点转

动了一周，所以标架场的方向在奇点处存在一个多值性矩阵。为了补偿这

个多值性 2 × 2 矩阵带来的多值性，我们需要考虑如下的贡献：

I =
w

d3xTr[ϵi jkθa
iτ

a
jk] +

w
d3x⋆Tr[ϵi jkθa⋆

i τ
a⋆
jk ] (10.14)

其中 Tr 表示对标架指标进行求和。带有 ⋆ 指标的是表示在对偶的 2+1 维
平面上的挠率的贡献。我们看到，(10.14) 实际上是定义在 3+1 维时空的局
域 2+1 维边界上的两个 Chern-Simons 理论的简单拼接。因此我们还需要
引入拼接约束，即两者必须互为霍奇对偶。容易证明，当存在如下的约束

时，(10.14) 的第一项和第二项互为 Hodge 对偶。约束为：

ϵi jkθa
i = ϵ

i jklτa⋆
il , ϵi jklτa

jk = ϵ
i jlθa⋆

j (10.15)

此时两个 2+1维 Chern-Simons理论就被融合成为一个 3+1维瞬子作用量，
即

I = 2
w

d4xϵi jklTr
(
τa⋆

il τ
a
jk

)
(10.16)
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我们看到，在融合的情形下，余切标架的贡献完全等价于一个规范场的场

强的拓扑瞬子贡献。这样的瞬子作用量仅仅只会对涡旋的配分函数有一个

常数因子的贡献。下面就是要计算出这样的常数因子。

用微分形式来写 (10.16)，它可以看作是 3+1维时空上的示性数。注意
到当跟随此余切标架场时，在 2+1 维平面上，其涡旋边界可以看作是一个
S2。我们要连接两个 S2，使之变成一个 3+1 维时空流形的边界。如果是平
凡连接，那么这个 3维流形的边界就是一个 S2× I,其中 I是单位线段 [0, 1]。

但实际上 3+1 维时空是 R3,1，当不存在物质粒子时，其边界为空集。但当

存在粒子时，局域的时空存在的边界可以看作是一个 S3。这就是说，我们

在使用 Hodge 对偶变换两个 2+1 维涡旋时。两个涡旋的边界 S2 彼此之间

是非平凡连接的，它最终形成的流形是 S3。本质上，这是在说明两个 2+1
维涡旋经由拓扑相变形成了 3+1 维时空中物质粒子周围的时空子的微观稳
定构型。

现在考虑 (10.16)的配边（cobordism）示性数，它实际上描述了从 S2×I

到 S3 的相角的变换。这个非平凡的拓扑变换的相角差异就是 (10.16) 的结
果。我们得到

I = 2 × vol(S3)
vol(S2)

×N = 2 × 2π2

4π
×N = πN (10.17)

其中 N 就是相应于扭量 τ 的拓扑示性数，也即缠绕数，它刻画从 S2 × I 到

S3 的映射的重数。物理上叫 theta 贡献。在考虑物质粒子的波函数时，我们

不会看到时空子涡旋的这个示性数的贡献，因此它就作为时空子配分函数

引入到物质粒子的波函数中，它的贡献就是：

Ψ[N] = ψ(x, t) exp(iI) = (−)Nψ(x, t) (10.18)

当粒子在某个 2 维平面旋转一周，其 2+1 维涡旋旋转一周。在此情形
下，余切向量场跟随此旋转也围绕着 S3 一次。相应的效果是拓扑缠绕数增

加 1 或减少 1，此时
Ψ[N] → Ψ[N+1] or Ψ[N−1] (10.19)
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即

Ψ→ −Ψ (10.20)

由此我们证明了物质粒子的自旋必然是 1/2，也即费米统计性质。
由此，我们得到重要的结论。物质粒子的自旋统计根源于时空子涡旋

在物质粒子周围的时空子涡旋中心处奇点的迷向性。这个奇点本身是二重

覆盖的，它由两个 2+1 维的涡旋经过在奇点处的流形配边而进行奇点的重
构，且再现了奇点处的迷向性质。自旋性质相应于配边处的拓扑相变。因

此，在质量作用原理的框架下，物质粒子的自旋本质上是刻画物质粒子周

围的时空子涡旋的拓扑相变的拓扑序。

10.3 泡利不相容原理

我们用 s 来标记对应于时空子涡旋的配边拓扑相变的拓扑序。为了统

一定义，我们将这个拓扑序看作是一个量子演化算符。也即

e
i
ℏ ŝθ|Ψ〉 = eiθ/2|Ψ〉 (10.21)

由此定义可以将此拓扑序看作是本征值为 ℏ
2 的算子，即 〈ŝ〉 = ℏ2。将旋转一

周的参数 θ = 2π 代入上式，即可得费米统计性质。

现在我们来考虑交换两个全同物质粒子的情形。假如粒子 1处于 |Ψx1(p)〉
态，粒子 2处于 |Ψx2(p)〉态。那么两者的直积系统就处在 |Ψx1(p)〉⊗ |Ψx2(p)〉
态。我们可以将 |Ψx1(p)〉 绕着 x1, x2 连线的中点旋转半圈，同时将 |Ψx2(p)〉
也绕着 x1, x2 连线的中点旋转半圈。此时由于粒子周围的涡旋也同样旋转

了半圈，由此

Tx1,x2e
iπŝ|Ψx1(p)〉 ⊗ |Ψx2(p)〉 = ei π2 |Ψx2(p)〉 ⊗ ei π2 |Ψx1(p)〉

= −|Ψx2(p)〉 ⊗ |Ψx1(p)〉 (10.22)

其中 Tx1,x2 交换了 x1, x2。那么如果两个在相同的状态函数下的两个全同的

物质粒子，且把它们放在同一个位置上，那么由 (10.22)，会得出如下的结

论：

|Ψx(p)〉 ⊗ |Ψx(p)〉 = −|Ψx(p)〉 ⊗ |Ψx(p)〉 (10.23)
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当且仅当 |Ψx(p)〉 ⊗ |Ψx(p)〉 = 0上式才可能成立。而 |Ψx(p)〉 ⊗ |Ψx(p)〉 = 0则

意味着这样的态不可能存在。因此，泡利不相容原理在质量作用原理框架

下也就是自然成立的。

10.4 时空子作为物质粒子的牧者

质量作用原理不用根据任何特殊的假说，就即定性又定量地解释了量

子力学的所有重要内容，从而扫除了量子力学中哥本哈根解释唯心主义的

最后痕迹。从根本上说，质量作用原理要求一种无质量无自旋的标量粒子，

即时空子。时空子的存在是物理上的一种客观事实，这在本质上有别于量子

力学的波函数。由此本文才能从根本上解决一系列极为重要的，前人单凭量

子力学无法解决的问题：物质粒子如何保证自身的动量和位置满足一定的

不确定关系？物质粒子为什么能够呈现出波和粒子两种不同的性质？物质

粒子怎么知道哪些能级可以去，哪些能级绝对不可以去，即如何能够满足

泡利不相容原理？量子力学只能依靠提出一系列公理来避开以上难题。质

量作用原理不仅从数学推导上解决了以上的难题，而且由时空子从客观实

在的层面上让物质粒子去毫无差错的执行这些量子力学公理。物质粒子的

一切行为，背后都根源于它们共同的牧者——时空子。正是时空子的随机

碰撞，看似杂乱无章，实则为物质粒子一切微观行为的监督者。因为无数个

无处不在无时不在的监督者，才诞生了这个奇妙的量子世界。

量子力学作为一门最成功的物理科学，最终都是回避不了自身的完备

性问题。在物质粒子怎样去遵守量子力学公理这个根本问题无法回答的时

代，量子力学的完备性问题是无从谈起的。当物质粒子一切量子行为的监

督者和牧者时空子的理论——质量作用原理出现之后，量子力学完备性问

题就有了进行讨论和研究的基础。质量作用原理及其时空子，为最终解决

一百年来量子力学完备性的大难题，向前迈进了一大步。
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11 缪子物理与质量作用原理

11.1 理论框架

在质量作用原理的框架下，时空子与物质粒子发生了碰撞相互作用。在

量子场论中，这相当于在理论中引入了无质量标量场以及它与物质粒子相

互作用的项。因此，粒子物理标准模型需要被修正为：

L = LSM +LST +Lint (11.1)

上式中，LSM 为粒子物理标准模型的拉格朗日量；LST 为时空子标量场的

动能项，它可以被表达为：

LST =
1
2
∂µϕ∂

µϕ (11.2)

由于时空子与物质粒子的碰撞作用强度正比于粒子的质量，故时空子与物

质粒子的相互作用项则表示为：

Lint = λ
∑

i∈all matter fields
miϕψ̄iψ . (11.3)

其中 ψi 代表标准模型中的物质粒子，也即轻子和夸克。mi 为相应物质粒子

的质量。

显然，对于物质粒子来说，其质量本身就已经反映了时空子与物质粒

子碰撞相互作用的信息。因此在树图阶，相互作用 (11.3) 并不会改变任何

物理。但是在圈图阶，上式的相互作用是粒子物理标准模型忽略的。

在本章中，我们将考虑时空子与缪子相互作用而导致的缪子物理的修

正问题，其中包括两个方面的问题。其一为缪子反常磁矩的修正问题。其二

为缪子的寿命问题。之所以考虑缪子物理，是因为相对于电子而言，缪子质

量大了两百倍。这意味着在圈图阶，时空子对于缪子物理的修正比电子大

约大 104 倍。另一方面，电子也并不存在衰变，实验中无法验证时空子的影

响。



11 缪子物理与质量作用原理 100

图 8: 时空子对 µ 子反常磁矩贡献的费曼图

11.2 缪子反常磁矩

缪子的反常磁矩由三角费曼图贡献。时空子标量场对于缪子反常磁矩

的单圈贡献可以用费曼图 8 表示。
早在 1972年，Jackiw和Weinberg就已经计算过这个图的贡献 [46]，它

对缪子反常磁矩的贡献为：

∆gµ =
3λ2m2

µ

8π2 . (11.4)

Jackiw 和 Weinberg 在他们的论文中称这个贡献为“虚拟标量场”的贡献。
由于在标准模型中并不存在这个“虚拟标量场”，所以在随后的实验验证中

都没有考虑这个标量场的贡献。但在质量作用原理中，这个标量场毫无疑

问是真实存在的，它就指代时空子标量场。因此我们需要考虑它对缪子反

常磁矩的贡献。
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早在 2006 年，美国布鲁克海文国家实验室就从实验上发现了缪子的反
常磁矩和标准模型的预测有 3.3σ 的差异 [47]，即

aµ(BNL) = 116592080(63) × 10−11(0.54ppm).

其中 aµ =
gµ−2

2 为缪子反常磁矩差异值。而在 2021 年，美国费米国家实验
室精确测量了缪子反常磁矩差异值 [48]，得到的结果是:

aµ(FNAL) = 116592040(54) × 10−11(0.46ppm).

综合两个实验，平均的反常磁矩差异值为：

aµ(EXP) = 116592061(59) × 10−11(0.35ppm).

而从标准模型出发，计算得到的 aµ 为：

aµ(SM) = 116591810(43) × 10−11(0.37ppm).

实验和理论的偏差为：

aµ(EXP) − aµ(SM) = 251 ± 59 × 10−11.

这个偏差达到了 4.2σ，因此是一个非常显著的偏离。这意味着标准模型中

有极大可能遗漏了某种粒子的贡献。在质量作用原理框架下，我们认为这

种偏差完全来自于时空子的贡献。由此偏差可以确定出时空子和物质粒子

的耦合常数 λ, 它的值如下给出：

λ2 =
(
aµ(EXP) − aµ(SM)

) 16π2

3m2
µ

= 1.18349(±0.27819) × 10−11MeV−2 (11.5)

λ = 3.44019+0.38300
−0.43137 × 10−6Mev−1 (11.6)

因此，引入时空子和缪子的相互作用完全可以将缪子反常磁矩的理论和实

验结果吻合起来。
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图 9: 时空子对 µ 子衰变的单圈贡献的费曼图

11.3 缪子衰变问题

进一步地，要证明引入时空子标量场的自洽性，我们还需要考虑时空子

与物质粒子的单圈相互作用的相应物理。换言之，如果引入时空子标量场

以及其耦合强度 λ 造成了某个物理过程的理论和相应的实验结果矛盾，即

证伪时空子标量场并非是缪子反常磁矩的偏差来源。因此，我们考虑缪子

衰变问题中的单圈过程。在时空子的参与下，相应的费曼图如图 9 所示：
这个箱型费曼图的贡献，即散射振幅M 为：

iM = −
g2

wλ
2mµme

8

w d4k
(2π)4

D(k, p,m)
N(k, p,m)

(11.7)

D(k, p,m) = ū(p2)(1 + γ5)γµu(p1)ū(p2)(k/ − p/2 + p/4 +me)γµ(1 − γ5)v(p4)

(11.8)
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N(k, p,m) =
[
(k2 −m2

µ + iϵ)
] [

((k − p2)2 −m2
w + iϵ)

]
×

[
(k − p2 + p4)2 −m2

e + iϵ
] [

(k − p1)2 + iϵ
]

(11.9)

在没有引入时空子标量场的情形下，缪子衰变的散射振幅可以如下形

式地标记：

MST =Mtree +M1−loop +M2−loop + · · ·

引入时空子标量场后，散射振幅的模方可以写成：

|M|2 = (MST +M)
(
M∗

ST +M∗
)

= |MST|2 + 2Re
 ∑

all spins
M∗

treeM
 + higher order terms (11.10)

因此，我们只需要计算 Re
[∑

all spinsM∗
treeM

]
的值就可以得到散射振幅的修

正。

Mtree 代表的是图 10 的贡献，它的表达式如下：

M∗
tree = −

g2
w

8m2
Wc2

ū(p1)γµ
(
1 − γ5

)
u(p2)v̄(p4)

(
1 + γ5

)
γµu(p3) (11.11)

使用卡西米尔方法缩并所有的狄拉克矩阵，最终可得：∑
all spins

M∗
treeM = i

4g4
wλ

2m2
µm2

e

m2
Wc2

w d4k
(2π4)

[(
k + p1

) · p4
] [(

k + p1 − 2p4
) · p2

]
N(k, p,m)

(11.12)
我们使用 V. A. Smirnov等人发展的梅林-巴恩斯（MB）表示 [54, 55, 56, 57,
58]来计算这个积分。对于 (11.12)中的积分核，我们可以做代换 k+p1 → k，

然后使用梅林-巴恩斯表示将其表达为多个 Γ 函数的因子形式，最后再将
MB 积分做合适的围道积分，由于存在多个 Γ 函数的极点重合的情形，所
以需要在多个奇点处做围道积分的顺序展开。我们将对 k 积分完成的结果
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图 10: µ 子衰变的树图

记为 F (s, t,m)，其中 s = (p1 − p2)2, t = (p1 − p3)2 为曼德尔斯塔姆变量。在

缪子的静止参考系下，即 p1 = (mµc2, 0, 0, 0) 时，缪子的衰变率由如下微分：

dΓ = 〈|M|
2〉

2ℏmµ

(
d3p2

(2π)32|p2|

) (
d3p3

(2π)32|p3|

) (
d3p4

(2π)32|p4|

)
× (2π)4δ4(p1 − p2 − p3 − p4) (11.13)

决定。将电子，反电子中微子，缪子中微子的动量也明显地写下，它们是：

p2 = (|p2|c,p2), p3 = (|
√

p3|2c2 +m2
e c4,p3), p4 = (|p4|c,p4) (11.14)

将上式以及缪子的动量 p1代入 F (s, t,m)中，其形式变为 F (|p2|, |p3|,me,mµ,mW)

那么由时空子引起的衰变率的变化为：

∆ΓST = −
g4

wλ
2me

8π3m2
Wc2ℏ

mµc/2w
0

d|p2|
mµc/2w

mµc/2−|p2|
d|p3|Im

(
F (|p2|, |p3|,me,mµ,mW)

)
(11.15)
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代入数值计算可知：

∆ΓST = 1.2141 ± (0.2854)s−1 (11.16)

由标准模型计算得到的缪子衰变率为：

ΓSM = 455169.311s−1 (11.17)

因此缪子在时空子作用下的寿命为：

τµ = 1/(ΓSM + ∆ΓST) = 21969788(±14) × 10−13s (11.18)

实验上，缪子寿命为

τµ(Exp) = 21969811(±22) × 10−13s (11.19)

由此可见，加入时空子标量场的贡献后，缪子的理论寿命几乎完美符合实

验观测结果。

CDF 研究小组发表了关于 W 玻色子质量的最新实验，结果与标准模

型的理论预测存在着重大的偏差 [67]。据该文中的最新数据，W 玻色子的

质量为

mW = 80433.5(±9.4)MeV/c2 (11.20)

我们使用 W 玻色子的新质量重新计算了缪子寿命的偏差，

4Γnew
ST = 0.9273 ± (0.2180)s−1 (11.21)

τnew
µ =

1
(ΓSM + 4Γnew

ST )
= 21969802(±10.5) × 10−13s (11.22)

这个结果与实验更为吻合，因此缪子的寿命极大地支持时空子的存在。

11.4 轻子反常磁矩和时空子

我们已经考虑了质量作用原理在缪子物理中的影响。引入时空子标量

场，缪子的反常磁矩以及衰变寿命的理论和实验的偏差都能得到很好解释。

同样地，我们可以考虑引入时空子后，其它轻子的理论和实验偏差。
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11.4.1 电子反常磁矩

对于电子的反常磁矩测量已经非常准确了。目前实验测定的电子反常

磁矩 [49] 是：
ae(Exp) = (1159652180.91 ± 0.26)×10−12 (11.23)

值得注意的是，使用标准模型理论计算电子反常磁矩时，要用到对于电子

精细结构常数 α 的精确测量值。而在 10−12 的量级下，精细结构常数的偏

差已经很大，因此理论计算的电子反常磁矩有比较大的范围。计算得到的

电子反常磁矩 [51, 52, 53] 为：

aSM
e (Rb) = (1159652180.252 ± 0.095) × 10−12 (11.24)

aSM
e (Cs) = (1159652181.61 ± 0.23) × 10−12 (11.25)

实验和理论的偏差为：

∆ae(Rb) = aSM
e (Rb) − ae(Exp) = −(0.658 ± 0.355) × 10−12 (11.26)

∆ae(Cs) = aSM
e (Cs) − ae(Exp) = +(0.7 ± 0.49) × 10−12 (11.27)

而引入时空子后，电子反常磁矩的修正值为：

∆aMIP
e =

3λ2m2
e

16π2 =
3 × (1.18349 ± 0.27819) × (0.51099895)2 × 10−11

16 × 3.14159265362

= (0.0587 ± 0.0138) × 10−12 (11.28)

由上面的计算可知，在当前的实验基础下，电子的反常磁矩由于时空子标

量场的修正比目前的理论-实验偏差要小一个数量级。但是这是因为实验对
于精细结构常数测量的精度不够造成的。目前的实验条件还无法验证电子

反常磁矩在时空子作用下带来的修正。但是在当前的实验精度下，时空子

引起的电子反常磁矩的修正是与实验相容的。
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11.4.2 陶子反常磁矩

由于陶子的寿命相当短，所以很难在这样短的时间内精确测量其反常

磁矩。仅仅只能给出一个非常粗略的范围，它大概是 [50]：

−0.052 < aτ(Exp) < 0.013 (11.29)

置信水平大约 95%。
而标准模型计算的陶子反常磁矩 [50] 为：

aτ(SM) = (117721 ± 5) × 10−8 (11.30)

引入时空子后，陶子反常磁矩的修正值为：

∆aMIP
τ =

3λ2m2
τ

16π2 =
3 × (1.18349 ± 0.27819) × (1776.86)2 × 10−11

16 × 3.14159265362

= (7.0986 ± 1.6686) × 10−7 (11.31)

此修正值与理论值的比值为

ρτ =
∆aMIP

τ

aτ(SM)
' 0.0006 (11.32)

实际上，这个修正值比率是三代轻子中最大的。但是由于实验上测量陶子

反常磁矩存在非常大的困难，其不确定程度远远超越时空子带来的修正效

应。所以虽然我们可以用时空子标量场来预言一个这样的修正，目前实验

上还无法对这个预言的修正进行验证。但是在当前的实验精度下，时空子

引起的陶子反常磁矩的修正也是与实验相容的。

11.5 本章小结

在本章中，我们考虑了时空子对于缪子物理的两个修正。其一是时空

子标量场对于缪子反常磁矩的修正，由最新的实验结果拟合出了时空子标

量场与物质粒子的作用强度 λ。其二，我们计算了时空子标量场对于缪子衰

变的修正。用同样的一个作用强度 λ，此修正让理论预测结果近乎完美地符

合了实验观测结果。由此可见，只需要一个参数，即时空子与物质粒子的作

用强度 λ，我们就可以同时对缪子的寿命和反常磁矩做出自洽准确的解释。
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12 质量作用原理图景中的熵

相空间是一个微妙的概念，质量作用原理图景中，粒子的坐标和动量

可以完全独立，由此相空间具有实在的物理意义。在相空间里面讨论无相

互作用粒子的熵问题，将变得更加清晰且富有物理内涵。

12.1 相空间中的熵

让我们先考虑一个质量为 m 的物质粒子，处在一个谐振子势中。粒子
的能量为其动能和势能之和

E =
p2

2m
+

1
2

kx2 (12.1)

其中 k 为弹簧的劲度系数，根据牛顿第二定律有

mẍ = F = −dV
dx
= −kx (12.2)

由此可知

k = mω2 (12.3)

其中 ω 是粒子振动的频率。

粒子的状态由 (x,p) 刻画，在 (x,p) 空间中，每一个点代表粒子的一个状
态。这个空间称为相空间，粒子的运动构成相空间中的轨迹。

对于每一个确定的能量 E，粒子在相空间的轨迹是一个椭圆。因为根据椭
圆的定义，我们可以写成

p2

2mE
+

x2

2E
mω2

= 1 (12.4)

由此可以确定椭圆的两个轴长

a =
√

2mE (12.5)
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b =

√
2E

mω2 (12.6)

根据质量作用原理，粒子沿着相空间的椭圆运动一周，必然与时空子交换

普朗克常数整数倍的作用量 �
pdx = nh (12.7)

由积分的几何意义可知，积分值正好对应椭圆的面积
z

pdx = πab =
2πE
ω

(12.8)

由此我们得到重要的结果

E = nℏω (12.9)

这是量子力学最重要区别于经典力学之处，能级是离散的。即是说，不是所

有的能量 E，都是被允许的运动。相空间中，只有离散的一个个椭圆才是可
能的运动，对应可能的状态（每一个不同的 E 对应不同的长短轴，即对应
不同的椭圆。当 E 变化时，长短轴同时变大或变少，所以所有的椭圆都不
会有交叉）。

有了这个重要的结果，我们可以开始来数可能的状态数，以此来确定熵。

直观来看，相空间的椭圆族，每一个可能的 E 所占相空间的体积（我们
这里为了直观，讨论的是一维运动，对应的相空间是 2 维，因此是面积），
恰好是两个相邻椭圆的所包围的面积 A。最重要的是，这个面积 A 是个常
数，同理可以用积分来计算具体大小

A =
z

E=(n+1)ℏω

pdx −
z

E=nℏω

pdx = h (12.10)

由此证明了每一个可能的状态，在相空间中占有普朗克常数的相同面积。若

进一步考虑时空子无穷多次碰撞的净效应 1 + 1 + 1 + ... = ζ(0) = −1
2，可以

得到量子力学的完整结果：简谐振子的能级为 E = (n + 1
2 )ℏω。
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12.2 绝对零度下的熵

让我们先考虑绝对零度下的熵，然后再讨论热力学的熵。若认为绝对

零度下的熵必须等于 0，根据玻尔兹曼熵的定义，熵为同样能量下所有可能
微观状态数的对数。那么等价于，绝对零度下只能有唯一一个状态，所以其

熵为 0.

如果从量子力学的时间尺度来看，这个结论是正确的。因为质量作用原理

短时间尺度下的时空子碰撞，形成量子力学时间尺度下的波函数是一个纯

态，其熵必定为 0。量子力学中的自由粒子，可以用平面波 eip⃗·x⃗/ℏ 来刻画，

其中 p⃗ · x⃗/ℏ 称为波函数的相因子。在质量作用原理的时间尺度下，我们将
推广这一个关键的相因子。第一，在这极短的时间尺度内，根据 3.5 节我们
把量子力学的动量 p⃗ 推广到瞬时动量 P⃗i。第二，瞬时动量不是一个守恒量，

原来相因子中的 p⃗ · x⃗必须推广为
r
γ P⃗i · dx⃗。第三，对于自由粒子来说，我们

总可以选择经典统计速度为 0 的惯性参照系。而随机速度在量子力学的时
间尺度下走过路径 γ 的积分为 0。因此瞬时动量中的三部分，只剩下包络
速度的贡献。粒子的所有可能微观状态数可以由其包络速度 u 来刻画。短

时间尺度内，不同的包络速度可以代表不同的可能状态。重要的是，我们由

此可在质量作用原理图景中构造熵，然后找到如下一个途径过渡到长时间

尺度下，量子力学关于熵的结果。

综合以上三点的讨论，在量子力学的时间尺度下粒子走过一个路径 γ，我们

可以把量子力学中的相因子推广为

Ki =
1
ℏ

w
γ

P⃗i · dx⃗ =
mst

h

w
γ

u⃗i · dx⃗ (12.11)

其中 i 标记质量作用原理的时间尺度下可能的状态，不同的 i 代表不同的
状态。Ki 是一个无量纲的量。由第五章的结论，包络速度是一个无旋场

∇ × u⃗ = 0 (12.12)
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所以 Ki 不依赖于路径 γ，只是端点的函数。必须注意，熵是一个状态量，一

个状态有一个熵，与如何达到这个状态无关。

这个可能状态 i 的概率定义为

pi =
1
N

e2Ki (12.13)

其中归一化常数

N =
∑

i

e2Ki (12.14)

保证各种可能状态的概率和为 1 ∑
i

pi = 1 (12.15)

并且保证各种可能状态的概率都大于 0，符合数学要求。
在质量作用原理图景中，有了短时间尺度下可能状态的概率，我们即可定

义对应的熵为

S = −
∑

i

pi log pi (12.16)

由这个定义，我们宣称可过渡得到量子力学熵的所有结果。

推导如下：

对公式 (12.11) 两边求梯度可得：

∇Ki =
mst

h
u⃗i (12.17)

对于每一种可能的状态 i，在量子力学时间尺度下会呈现波函数 ψi, 它的模
写为

|ψi| =
1√
N

eKi (12.18)

在每一个可能的状态下，Ki 刚好对应到原来的势函数 R(参见式 (5.33))。由
此我们的熵定义等价于

S = −
∑

i

2|ψi|2 log |ψi| (12.19)
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这和量子力学中冯诺伊曼熵的定义，是完全等价的。因为我们选择用包络

速度进行定义状态的概率，恰恰就是让概率能够和量子力学的波恩诠释一

致，即这个概率刚好就是 i状态波函数的模方。这样就保证了我们所定义的
熵，所证明的熵增原理，和统计物理是同一回事。由此从质量作用原理的短

时间尺度下包络速度的微观行为，导出长时间尺度下量子力学熵的性质。

我们可以这样总结本节的结论：在绝对零度，质量作用原理的时间尺

度下，物质粒子的熵并不为零，其各种不同的微观状态由不同的包络速度

来刻画。根据第五章的结论，经过长时间的随机碰撞，达到量子力学的时间

尺度之后，绝对零度下的物质粒子呈现为一个纯态的波函数，其演化规律

满足薛定谔方程。此时只有一个状态 i 的概率为 1，其它状态的概率为 0。
这就自然得到量子力学的结论：绝对零度时熵为 0。

12.3 有限温度下的熵

当我们不只是考虑单粒子的量子行为，而是无相互作用多粒子的热力

学性质，上节的工作需要做进一步的推广。第一步，我们推广到两个粒子，

一个处于 i 状态一个处于 j 状态的概率为 pip̃ j. 如果是全同粒子，p 和 p̃ 两

个概率分布函数相同。根据上面熵的定义，两个粒子系统的熵为

S = −
∑

i j

(pip̃ j) log(pip̃ j) = −
∑

i j

pip̃ j log pi −
∑

i j

pip̃ j log p̃ j

= −
∑

i

pi log pi

∑
j

p̃ j −
∑

j

p̃ j log p̃ j

∑
i

pi

= −
∑

i

pi log pi −
∑

j

p̃ j log p̃ j

= S1 + S2 (12.20)

得到了熵的重要性质，可加性。由此可以直接推广到任意多粒子系统的熵，

等于每个单粒子的熵的和。即是说：宏观热力学熵是各部分子系统熵之和。

而我们是把每一个单粒子当成一个独立的子系统，也就是一个理论上最小

的子系统。要和热力学熵联系起来，必须有温度。
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第二步，在质量作用原理框架下定义温度，阐述如下。我们已经从质量作用

原理证明了熵的可加性。利用这个基本性质可以定义温度这个物理量。设

有两个子系统能量分别为 E1 和 E2,系统总能量 E = E1+E2 是个守恒量。那

么利用熵的可加性

S(E) = S1(E1) + S2(E2) (12.21)

总系统是个封闭的系统，平衡时对两边 E1 求导数，得到

0 =
dS1

dE1
+

dS2

dE2

dE2

dE1
=

dS1

dE1
− dS2

dE2
(12.22)

由此可见，平衡时存在着一个物理量，各个子系统都具有的，而且都相等，

我们把这个物理量叫做温度 T，定义为
dS
dE
=

1
T

(12.23)

即有
dS1

dE1
=

1
T1
=

dS2

dE2
=

1
T2

(12.24)

第三步，我们要把温度引入熵定义，从而在质量作用原理框架下研究热力

学的熵。回到质量作用原理框架下的微观碰撞过程。一个物质粒子和一个

时空子碰撞，物质粒子处在状态 a，时空子处在状态 b。碰撞之后，物质粒
子的状态变成 c，时空子状态变成了 d。这个过程发生的概率是正比于 nanb,
即初始状态中有 na 个物质粒子处在状态 a，有 nb 个物质粒子处在状态 b。
然后我们考虑一个逆过程，其发生的概率正比于 ncnd。根据质量作用原理，

时空子碰撞过程是时间反演不变，物质粒子要和时空子达到平衡态，即每

个态上的平均粒子数不变。必须要求满足

nanb = ncnd (12.25)

结合碰撞过程的能量守恒

ϵa + ϵb = ϵc + ϵd (12.26)

可证明存在这样的解

ni = Ce−βϵi (12.27)
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其中，常数 C 由 ∑
i

ni = N (12.28)

来确定。根据概率论基本定义，处在 i 态的概率为

pi =
ni

N
=

1∑
i e−βϵi

e−βϵi (12.29)

这个 pi 就是绝对零度概率分布在有限温度的推广。根据温度的定义，可以

证明系数 β 必须等于 1
T，由此我们得到了有限温度的熵

S = −
∑

i

pi log pi (12.30)

我们可以直接代入概率分布 pi 的具体表达式，得到热力学熵为

S = −
∑

i

1∑
i e−βϵi

e−βϵi log
1∑

i e−βϵi
e−βϵi =

E − F
T

(12.31)

这样就得到了热力学的普遍表达式，其中热力学自由能为

F = −T log
∑

i

e−ϵi/T (12.32)

内能为

E =
1∑

i e−ϵi/T

∑
i

ϵie−ϵi/T (12.33)

在质量作用图景中，非相对论自由物质粒子的能量由真实速度来表述

ϵ =
1
2

mV2 (12.34)

代入可得有限温度下物质粒子的真实速度的分布函数

Φ(V2) = (
m

2πT
)3/2e−

mV2
2T (12.35)

那么我们可以进一步给出三速度分解中经典统计速度的定义

v =
w

VΦ(V2)d3V =

√
8T
mπ

(12.36)
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由此我们对三速度分解的物理意义有了更深刻的认识。绝对零度下的熵对

应着物质粒子的随机包络速度，而有限温度下的熵则包括了三个速度的贡

献。从有限温度降到最对零度，描述系统的物理量发生了根本变化。因此热

力学无法定出绝对零度下的熵值，而在质量作用原理框架下则可以自然的

得到。

12.4 绝对零度熵和热力学熵的比较

现代信息论的观点，熵（香农熵）是不确定性的量度。这个基本概念，

和质量作用原理的大原则是契合的。通过对有限温度下物质粒子扩散系数

的研究，说明在质量原理图景中，有限温度的热贡献的不确定度比绝对零

度的量子贡献要小得多。

质量作用原理表明，物质粒子在时空子的随机碰撞下做布朗运动，此运动

最重要的性质是

< X2 >= 2<t (12.37)

其中 < 为时空扩散系数 < = ℏ
2m 很显然，这是一个绝对零度下的结果，与

温度无关，纯粹由普朗克常数导致。在经典物理的框架下，普朗克常数为

0，也就没有这个扩散系数，当然也就没有此种的布朗运动，但仍然会有热
运动导致的布朗运动。由此知道时空扩散系数有两部分，一部分与温度 T
无关是 <，另一部分与温度 T 相关。

我们目标是物质粒子的熵增原理，也就是物质粒子的热力学性质。那么必

须探讨在温度 T，扩散系数是如何依赖于 T？热运动导致的扩散系数，比
普朗克常数导致的扩散系数，哪一个更加重要？

物质粒子在时空子的随机碰撞下做布朗运动，最重要的物理参数是两次碰

撞之间的平均时间间隔 τ，根据 3.4 节的估计对于电子

τ ≈ 10−20s (12.38)
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量子力学中电子的时间尺度为 τ ≈ 10−16s，如氢原子中的电子，远大于质量

作用原理的时间尺度。

我们将把平均时间间隔 τ 显式的构造进入运动方程:

m
dV
dt
= −mV

τ
+ F(t) (12.39)

同时得到上面两个问题的答案，推导如下：

方程两边同时乘上距离 X，利用
d(XV)

dt
= V2 + X

dV
dt

(12.40)

得到

m
d(XV)

dt
= mV2 − mXV

τ
+ F(t)X (12.41)

对方程两边取平均值。在温度 T 下，粒子的平均动能为

1
2

m < V2 >=
1
2

kT (12.42)

代入得到

m
d(< XV >)

dt
= kT −m

< XV >
τ

(12.43)

结合初始条件 X(t = 0) = 0, 解此微分方程得到

< XV >=
kTτ
m

(1 − e−t/τ) (12.44)

利用

< XV >=
1
2

d < X2 >
dt

(12.45)

代入再解一次微分方程得到

< X2 >=
2kTτ

m
(t − τ(1 − e−t/τ)) (12.46)

这个结果非常重要，因为同时具有我们想要的两个性质：

1. 在极短时间尺度下 t� τ, 可得

< X2 >=
kT
m

t2 (12.47)
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表明在这个时间尺度下，粒子在做匀速直线运动，热运动贡献的速度为√
kT
m。

2. 更重要的是，在实验观察的时间尺度下 t� τ，可得

< X2 >=
2kTτ

m
t = 2<Tt (12.48)

表明这个时间尺度下，粒子做的是扩散运动，对比 (12.37)，我们可以算出
热运动导致的扩散，和绝对零度下的扩散的比值。假设系统处在室温 300K，
比值为

<T

< ≈ 10−6 (12.49)

由此知道，我们前文不考虑温度效应得到的结果是非常好的近似。物质粒

子因为热运动导致的扩散效应可以忽略，基于质量作用原理计算得到绝对

零度下的扩散系数非常准确。在质量作用原理的图景中，我们考虑粒子的

量子行为时，有限温度下的熵可以忽略，正如在薛定谔方程中不需要和温

度直接相关的项。

12.5 熵增原理的证明

质量作用原理图景中，我们利用熵定义在有限温度和绝对零度的表达

式，结合马尔科夫过程的普遍性质，统一证明两种情况下的无相互作用粒

子的熵增原理。

S = −
∑

i

pi log pi (12.50)

直截了当，要证明熵增原理，即是要证明

dS
dt
> 0 (12.51)

利用概率的定义 ∑
i

pi = 1 (12.52)

即有 ∑
i

dpi

dt
= 0 (12.53)
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那么对熵定义的表达式求导可得

dS
dt
= −

∑
i

(
dpi

dt
log pi +

dpi

dt
) = −

∑
i

dpi

dt
log pi (12.54)

若等概率分布，所有 pi 都相等为常数

pi =
1
Ω

(12.55)

此时所要证的不等式取等号，这是一个很有用的约束，我们以下还会用到。

时空子碰撞导致物质粒子不同状态之间的转移，是一个马尔可夫过程。对

于马尔可夫过程，有以下的数学性质

dpi

dt
=

∑
j

(p j − pi)gi j (12.56)

dp j

dt
=

∑
i

(pi − p j)g ji (12.57)

前文 3.3.1 节已经用过这个性质，公式 (3.23) 即为这个数学性质的一个特
例。如果等概率分布，括号内为零，概率不再发生变化。证明的重要一步，

时空子的碰撞是时间反演不变的，要求转移矩阵 g 有

gi j = g ji > 0 (12.58)

即是说，各个状态之间的转移，在时空子碰撞的时间尺度上是可逆的，这是

因为物质粒子在时空中的布朗运动是无摩擦的。熵增原理的证明跟 pi 的具

体表达式无关，跟它是否包含温度 T 无关，这是马尔科夫过程的普适性质。
由这个微观马尔科夫过程的可逆性却能推导出宏观时间尺度上熵的不可逆

性，是要义所在。
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结合这个数学性质，代入公式 (12.54)，得到

dS
dt
= −1

2
(
∑

i

dpi

dt
log pi +

∑
j

dp j

dt
log p j)

= −1
2

(
∑

i j

(p j − pi)gi j log pi +
∑

i j

(pi − p j)g ji log p j)

=
1
2

∑
i j

(p j − pi)gi j(log p j − log pi) (12.59)

如果 p j > pi, 则有 log p j > log pi，保证 dS
dt > 0。

如果 p j 6 pi, 则有 log p j 6 log pi，同样保证 dS
dt > 0。

由此熵增原理得证。这一原理对于物理学及其他科学领域有深远意义，可

作为不可逆性及时间流向的判据。但必须强调，这一原理在现代物理学中

仍然为一条经验定律，无法从第一性原理出发得到解释。因此我们的结果

有重要意义，时空子的随机碰撞能自然产生物质粒子熵增这一基本的物理

原理。由此在质量作用原理下，统一了绝对零度下的熵和热力学的熵，证明

了这两种熵都是随时间不减少的。

12.6 自然界为什么选择了布朗运动

在上节中我们普遍证明了熵增原理，现在让我们用布朗运动的性质直

接定量计算出自由粒子的熵。由此可以看出，在质量作用原理图景中，熵到

底是如何随着时间增加的。首先，我们把状态标记 i 取为粒子坐标 x，那么

粒子熵的定义可以写为

S = −
w

dxp(x) ln p(x) (12.60)

利用自由粒子做布朗运动的数学性质，我们知道概率分布为

p(x) =
1√

2πσ2
e−

(x−µ)2

2σ2 (12.61)
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其中 µ 是自由粒子的初始位置（也可直接取为零，结果与初始位置无

关），粒子坐标的方差为

σ2 = 2Rt (12.62)

其中 R 是我们的扩散系数为

R =
h

2mST
(12.63)

利用以上概率分布的具体表达式，代入熵的定义，直接积分可以得到

S =
1
2

(1 + ln(4πRt)) (12.64)

因为对数函数是个单调递增的函数，这样我们从定量上也得到了熵增

的具体表达式。数学上讲，随机运动的形式有非常多种。即使在某一个时刻

给定一个平均值和一个方差： w
dxxp(x) = µ (12.65)

w
dx(x − µ)2p(x) = σ2 (12.66)

仍然有无穷多种概率分布 p(x) 的形式，每一种概率分布 p(x) 对应一种

随机运动，即有无穷多种随机运动的形式。为什么在质量作用框架下，时

空子随机碰撞物质粒子，物质粒子会选择布朗运动这种形式呢？质量作用

原理这个问题有一个很好的回答，答案是：当物质粒子选择布朗运动这种

形式时，它的熵恰好是最大的，比选择任何其他概率分布 p(x) 的熵都要大。

证明如下：根据熵的定义，在平均值和方差两个来求 p(x) 的函数形式，使

得 S 取极大。这在数学上是一个变分问题 (不是求在某一点上极大, 而是求
某一种函数使得极大)，带两个约束，就是引入两个拉格朗日乘子 Λ0 和 Λ

L =
∞w
−∞

p(x)ln(p(x))dx −Λ0

1 −
∞w
−∞

p(x)dx

 −Λ σ2 −
∞w
−∞

p(x)(x − µ)2dx


(12.67)

令其变分为 0

δL =
∞w
−∞
δp(x)

(
ln(p(x)) + 1 + Λ0 + Λ(x − µ)2

)
dx = 0 (12.68)
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解得

p(x) = e−Λ0−1−Λ(x−µ)2 (12.69)

代入两个约束条件，定出两个拉格朗日乘子，就得到最终的结果

p(x) =
1√

2πσ2
e−

(x−µ)2

2σ2 (12.70)

这恰好是布朗运动的概率分布形式。证明完毕。代入熵的定义，得到

S =
1
2

(1 + ln(2πσ2)) (12.71)

在任意的某一个时刻，选择这种特殊的随机运动方式，恰恰使得物质

粒子的熵最大, 最无序。我们可以明确的说，时空子随机碰撞物质粒子，物
质粒子选择布朗运动这种形式不是偶然的。进一步的，随着时间的演化,

σ2 = 2Rt (12.72)

物质粒子的熵随时间单调的增大，直到时间到达系统的弛豫时间。此

时系统达到了平衡态，也就是熵最大的状态，熵不再增加。

12.7 本章小结

熵是物理学中一个有根本重要性的概念，在物理学的多个领域有着重

要应用。引入熵这个概念，因为熵有特殊的性质，其中最重要之处在于熵增

定律。但必须注意到，熵增定律在目前整个物理学框架中，依然还是一条经

验性的定律。即是说，这条定律是从现实世界的无数经验中归纳总结得到，

实际上无法得到根本性的证明。从熵的数学定义可以看出，熵取决于各个

状态的概率。因此，熵是对随机性运动的一种刻画。而目前整个物理学框

架，并没有清楚地理解微观物质粒子随机性运动的根源。本文提出的质量

作用原理，从根本上解释了物质粒子做随机运动的原因，即时空子的随机

碰撞。在这个全新的图景中，我们超越了目前整个物理学框架，从而能够

给出对熵增定律的证明。这一个关键性的证明，对熵概念极为重要，对本

文的质量作用原理也同样重要。在质量作用原理框架下能够证明熵增定律，
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这本身就是对质量作用原理强有力的支持。同时，在证明的过程中，我们发

现了自然界选择让物质粒子做布朗运动的深层次原因。这一特殊形式的随

机运动，有诸多奇妙的性质，不仅是构建量子力学的微观解释的基石，也是

热力学第二定律的根源所在。

13 全文总结

从统计质量的根本概念革新出发，本文提出质量作用原理: 物质粒子会
受到时空中普遍存在的时空子的随机撞击而做无摩擦的布朗运动，每一次

作用过程中物质粒子的作用量的改变都是 h 的整数倍。由此我们能够证明
量子力学的所有重要结果。这个新框架的优势在于, 并不需要引入额外的波
函数假设，可以直接推导出薛定谔方程，特别是波包塌缩这样的概念在我

们的质量作用原理框架下, 也是无需引入的。而海森堡不确定性原理在质量
作用原理的框架下也不再具备原理性的地位, 它是质量作用原理一个非常
自然的推论。从统计惯性质量和时空扩散系数之间的不确定关系, 可以导出
量子力学最基本的坐标动量不确定关系。因此证明波粒二相性在质量作用

原理框架下是时空子撞击粒子而呈现出来的性质。我们把质量作用原理运

用于量子测量问题，对困扰基本物理学近百年的 EPR 悖论难题，有了全新
的突破性阐释。碰撞物质粒子的时空子，是无质量的零自旋标量粒子。根据

质量作用原理，时空子的拓扑性质和动力学性质，可以解释光子的本性，由

此自然得到了完整的电磁理论及电荷所有重要的性质。更为重要的是，我

们得到的经典电磁理论在微观世界完全适用。结合微观世界最底层的布朗

运动，经典电磁理论可以证明自由电子和原子核外电子的加速运动并不会

导致电磁辐射，从而首次真正解决了原子稳定性问题。

从时空的涡旋结构，我们得到了费米子自旋的起源，还有费米子自旋

和质量的共生关系。对于 3+1 维时空中描述基本电荷的电磁场，当追溯它
的 2+1 维的涡旋起源时，我们证明带电轻子的代数有很强的约束，至多只
能有三代。时空子对物质粒子的随机碰撞导致了物质粒子去毫无差错地执

行一切量子力学公理，从而时空子充当了物质粒子一切微观行为的监督者
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和牧者。质量作用原理也开创了量子力学完备性讨论和研究的基础。质量

作用原理要求存在全新的无质量标量粒子，即时空子。考虑时空子对缪子

的随机碰撞，恰恰是超越现有标准模型的关键一步。质量作用原理对标准

模型的修正也是最小的，只需引入一个参数，即时空子和轻子的相互作用

强度，就能够同时解释两个关键的缪子物理实验。经过对相应费曼图的详

尽计算，时空子随机碰撞的贡献极好解释了缪子的反常磁矩及其寿命，彻

底解决了 2021年费米实验室最新实验中缪子反常磁矩和标准模型理论值不
符合的世界性难题。最新的缪子反常磁矩实验结果，是对质量作用原理最

精密的实验验证。不仅保证了质量作用原理的正确性，而且排除了其他代

替理论存在的可能性。最后，从质量作用原理出发，我们在微观层面呈现出

物质粒子的熵，并且在绝对零度下建立起熵的相应概念，统一了绝对零度

下的熵和有限温度下的熵。进而证明了无相互作用粒子系统的热力学熵增

原理。综上所述，质量作用原理是量子力学的起源，并且能够以最小的代价

修正了现有的标准模型，为解释超越标准模型的物理现象如缪子反常磁矩，

提供了全新的研究框架。

附录 A

布朗运动和马尔可夫过程

当物质粒子的位移 X(t) 满足以下条件时，我们称物质粒子在做布朗运

动：

1.X(0)=0.
2. 在任意有限的不相交的区间集合（si, si + tt） 上，粒子走过的位移 X(si +

tt) − X(si) 是相互独立的随机变量。

3. 对于每一个 s > 0, t > 0,X(s + t) − X(s) 服从正态分布 N(0, t).

对于每一个常数 a，过程 X(t) + a 称为从 a 开始的布朗运动。对于物理
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上不受摩擦力的布朗运动，本论文中我们称为布朗运动。

考虑任意一个过去的时间集合 (...,p2, p1), 任何“当前时间”s, 以及任何
“未来时间”t, 同时所有这些时间全都在 X 的取值范围之内，若有

· · · < p2 < p1 < s (13.1)

则马尔可夫性质成立, 并且该过程为马尔可夫过程, 但且仅当：

Pr
[
X(t) = x(t) | X(s) = x(s),X(p1) = x(p1),X(p2) = x(p2), . . .

]
= Pr

[
X(t) = x(t) | X(s) = x(s)

]
(13.2)

对所有的时间集合成立。则可用条件概率计算得出

Pr
[
X(t) = x(t) | X(s) = x(s),X(p1) = x(p1),X(p2) = x(p2), . . .

]
(13.3)

这恰好就是所谓的未来的状态与任何历史的状态无关，仅与当前状态相关。

综上所述，本文研究的布朗运动是一个马尔可夫过程。

附录 B

随机变量分解

在朗之万方程中，粒子运动的真实速度 V⃗ 包含有三个部分：经典统计

速度 v⃗ ，量子包络速度 u⃗ 和高斯噪声 ν⃗

不考虑经典统计速度的影响。那么粒子的随机运动将由量子包络运动

和高斯噪声决定。我们需要证明的事实是：在严格的数学微分意义下可以

区分量子包络运动 u⃗ 和高斯噪声 ν⃗ ，即量子包络运动对应于随机运动的光

滑连续部分，而高斯噪声则对应于随机运动的连续不可微部分。

首先，对于任意的随机变量 r(x, t), 如果叠加上一个光滑函数 f (x, t) ，

得到的仍然是一个随机变量。即

w(x, t) = r(x, t) + f (x, t) (13.4)
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是一个随机变量。但是如果 r(x, t)或者 w(x, t)存在有限阶的自相关关联，那

么理论上可以严格区分 w(x, t) 和 r(x, t) 这两个随机变量。即：

〈r(x1, t1)r(x2, t2) · · · r(xn, tn)〉r = Fn(x⃗, t⃗), mod(n,N) ≡ 0 (13.5)

〈r(x1, t1)r(x2, t2) · · · r(xn, tn)〉r = 0, mod(n,N) , 0 (13.6)

那么就有

〈w(x1, t1)w(x2, t2) · · ·w(xN, tN) · · ·w(xn, tn)〉r , 0, n > N (13.7)

因而可以数学上严格区分。在我们考虑的情形下，高斯噪声 ν⃗ 存在二阶关

联

〈νi(t)ν j(t′)〉 = Ωδi, jδ(t − t′) (13.8)

而所有的奇数阶的关联都为零

〈ν(t)〉ν = 0

那么显然

w⃗(t) = u⃗(t) + ν⃗(t)

的奇数阶关联并不为零。因此可以严格区分 w⃗(t) 和 ν⃗(t)。由于我们的质量

作用原理框架下，只存在一种高斯噪声，不存在其他的噪声源。所以除了噪

声之外的连续函数都是光滑可微的函数。因此 u⃗ 是光滑的函数。

附录 C：

同时具有三速度分解的物理实例补充

化学中常见的轨道叠加，化学键的形成，都涉及到量子叠加态。以最简

单的例子来构造，氢原子的基态和第一激发态以等概率叠加为

ψ(r, t) = ψ100e−iE1t + ψ200e−iE2t (13.9)
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其中 E1 = −13.6ev,E2 = −13.6/4ev = −3.4ev, 氢原子的基态和第一激发态的
波函数为

ψ100 =
1√
πa3

e−r/a (13.10)

ψ200 =
1√
2a3

e−r/2a(1 − r
2a

) (13.11)

其中 a 为玻耳半径 a = 0.529 × 10−10m。

利用欧拉公式，我们可以把叠加波函数写为

ψ = [ψ100cos(E1t) + ψ200cos(E2t)] − i[[ψ100sin(E1t) + ψ200sin(E2t)] (13.12)

由此实部虚部可以进一步确定叠加波函数的两个势函数 R和 I，通过 (5.34)
和 (5.35) 求出此状态下电子的 u 和 v 都不为零。

此物理例子并不是特例，具有普遍的物理意义。因为自然界中的量子

态，刚好有确定能量时候的态，其经典统计速度 v必然为零。一般的说，粒
子是处在能量本征态的叠加态之中，其三个速度都不为零，具有清晰的物

理意义。

附录 D：从质量作用原理到不确定关系

我们认为不确定性原理来自随机时空运动的运动学方程，根源于运动

路径的不可微，即粒子坐标 x⃗(t) 对时间的导数 dx⃗/dt 不存在。因此必须注

意的是，不能定义粒子的动量 p⃗ = mdx⃗/dt. 动量定义如下

p⃗ = mDx⃗ = mv⃗ +mu⃗ (13.13)

有运动学方程

u⃗ =<
∇ρ
ρ

(13.14)

简单起见，以下讨论全部用 x 方向的分量，所有矢量方程成为分量的方程。

对任何随机变量 O, 统计平均值为 < O >=
r

Oρ(x)dx。方程两边乘以 mρ
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并且对 x 积分，我们可以得到 < p+(t) >=< p−(t) > 对方程两边乘以 mρx 并

且对 x 积分，利用 < p+(t) >=< p−(t) > ，

我们可以得到 x 和 ux 协方差

σ(x,ux) =< (x− < x >)(ux− < ux >) >= −< (13.15)

协方差表示的是两个变量的总体的误差，这与只表示一个变量误差的方差

不同。如果两个变量的变化趋势一致，那么两个变量之间的协方差就是正

值。如果两个变量的变化趋势相反，那么两个变量之间的协方差就是负值。

对任意两个实随机变量 A 和 B，有施瓦茨不等式 |σ(A,B)| 6 σ(A)σ(B),
即可以得到

σ(x)σ(ux) >< = ℏ/2m (13.16)

其中统计定义不确定度为

σ(x) =
√
< x2 > − < x >2 (13.17)

σ(ux) =
√
< u2

x > − < ux >2 (13.18)

至此我们证明了随机时空运动粒子位置和涨落速度的不确定关系。进一步

的，如果动量的不确定度有两部分的贡献

σ2(p) = m2(σ2(v) + σ2(u)) (13.19)

即有 σ(p) > mσ(u), 代入位置和涨落速度的不确定关系，可以得到

σ(x)σ(px) > ℏ/2 (13.20)

本文的证明把海森堡的不确定性原理诠释为随机时空运动粒子位置和涨落

速度的不确定关系。时空中的随机时空运动因为没有摩擦力, 没有时间上不
可逆的耗散，涨落速度的不确定度完全来自于时空涨落。根据海森堡最初

的表述，测量的动作不可避免的干扰了被测量粒子的运动状态，因此产生

不确定性。同年稍后，厄尔·肯纳德（Earl Kennard）给出另一种表述。隔
年，赫尔曼·外尔也独立获得这结果。按照肯纳德的表述，位置的不确定性
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与动量的不确定性是粒子的秉性，无法同时压抑至低于某极限关系式，与

测量的动作无关。这样，对于不确定性原理，有两种完全不同的表述。朗道

认为这两种表述等价，可以从其中任意一种表述推导出另一种表述 (参照朗
道的量子力学)。然而最新的实验进展，日本学者在 2012 年 1 月 15 日发表
反驳海森堡不确定性原理的实证结果。他们用两台仪器分别测量中子的自

旋角度并计算后，得到了比海森堡不确定性原理所示误差更小的测量结果，

此即证明海森堡不确定性原理所主张的测量极限是错误的。但是，不确定

性原理仍旧正确无误，因为这是粒子内秉的量子性质。本文的推导过程与

测量理论无关，也与粒子的内秉性质无关，而是认为不确定原理根源于时

空的涨落。在非相对论的框架下面，时空涨落只与粒子的质量相关。粒子的

质量是时空唯一可感知的粒子内秉性质。

附录 E

我们希望在本附录证明以下结论:

定理 1. 给定任意拓扑激发态形变：A : ΛL ⊗ ΛR 7→ ΛL ⊗ ΛR，其中 A 为自

同构映射，ΛL,ΛR 分别表示左手旋量丛和右手旋量丛，则 A 为矢量映射。

证明：首先，由自旋结构的对称性，不难得知我们仅需证明任意自同
构：A : ΛL 7→ ΛL 均为矢量映射即可得到结论。这是因为若可以确定这样的

A 为矢量映射，我们就可以通过共轭扩张得到：Ã : ΛL ⊗ΛR 7→ ΛL ⊗ΛR 为

矢量映射。

为了证明任意自同构：A : ΛL 7→ ΛL 为矢量映射，我们需要考虑左手旋

量丛上的模，即它所对应的 Cli f f ord 代数。由 [64] 中命题 1.3.2 可知，对
有限形 Cli f f ord 代数，均存在以下形式的同构：

Clr,s � Cl1 ⊗̂... ⊗̂ Cl1⊗̂ Cl∗1... ⊗̂ Cl∗1.

其中，Cl1 的个数对应 r，Cl∗1 的个数对应 s。
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再由 [64] 的定理 1.5.4 可知，所有 Cli f f ord 的 K− 表示 ρ 都可以分解

为以下形式的不可约代数表示的直和：

ρ = ρ1 ⊕ ... ⊕ ρm.

其中 ρi 对应的特征子空间 Wi 为最小子空间。

另外，由 Bott周期律定理 [64]，我们可以得到所有 Clm, (m = 1, ...8)的

代数表示，且该表示随着指标 m 以 8 为周期重复出现。此即：我们可以得

到任意 Clm 的代数表示如下：

Cl1 = C, Cl2 =H, Cl3 =H ⊕H, Cl4 =H(2), .

Cl5 = C(4), Cl6 = R(8), Cl7 = R(8) ⊕R(8), Cl8 = R(16) (13.21)

而对上述形式的任意组合，其直和分解部分 ρi 都可以拆分为直积形式：

Clr,s � Cl1 ⊗̂... ⊗̂ Cl1 ⊗̂ Cl∗1...⊗̂ Cl∗1.

上述直积形式任意部分之间的自同构映射，均可以由 Cl1 = C, ...Cl8 = R(16)

各个部分之间代数组合表示。由于上述部分都是矢量空间，所以该自同构

一定为矢量映射，即 ρi 的自同构一定对应矩阵形式。

此外，由上述代数分解过程，不难得知所有对应不同子块之间同态映

射也为矢量映射。最后，我们将 ρi, i = 1, ...8 全部利用直和形式拼接起来，

就可以得到当 i = 1, ...8 时，自同构 A : ΛL 7→ ΛL 为矢量映射。当指标 i 大

于 8 时，由 Bott 周期律，我们仍然可以由上述过程得到自同构映射 A 为矢

量映射。即：此结论得证！

附录 F

我们考虑如下的费米子圈动量积分
w ddk

Dn1
1 Dn2

2

= iπd/2(−p2)d/2−n1−n2G(n1,n2) , D1 = −(k + p)2 , D2 = −k2

(13.22)
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注意，分母中的 D1,D2 实际上应还有一个无穷小解析延拓部分（−i0+）。但

为了简单起见，我们并不将它明显写出。解析延拓后，我们需要考虑 p2 < 0

的贡献，而 −p2 的次幂贡献可以从量纲分析简单得到。实际上，现在需要

计算的是无量纲的函数 G(n1,n2)；为简化计算，我们可以让 −p2 = 1。当

n1 ≤ 0 或者 n2 ≤ 0 时，积分可以严格计算，并且可以得到 G(n1,n2) = 0。

利用维克转动以及 α 参数化的手段，我们可以将 G(n1,n2) 重写为：

G(n1,n2) =
π−d/2

Γ(n1)Γ(n2)

w
e−α1(k+p)2−α2k

2
αn1−1

1 αn2−1
2 dα1 dα2 ddk . (13.23)

对指数上的部分做配分操作，让

k′ = k +
α1

α1 + α2
p ,

我们可以得到

G(n1,n2) =
π−d/2

Γ(n1)Γ(n2)

w
exp

[
− α1α2

α1 + α2

]
αn1−1

1 αn2−1
2 dα1 dα2

w
e−(α1+α2)k2

ddk

=
1

Γ(n1)Γ(n2)

w
exp

[
− α1α2

α1 + α2

]
(α1 + α2)−d/2αn1−1

1 αn2−1
2 dα1 dα2 .

(13.24)

利用代换 α1 = ηx, α2 = η(1 − x)，上式可以改写为

G(n1,n2) =
1

Γ(n1)Γ(n2)

1w
0

xn1−1(1 − x)n2−1dx
∞w
0

e−ηx(1−x)η−d/2+n1+n2−1dη

=
Γ(−d/2 + n1 + n2)
Γ(n1)Γ(n2)

1w
0

xd/2−n2−1(1 − x)d/2−n1−1dx .

(13.25)

被积函数是一个欧拉 B 函数，因此我们可以得到最终的结果

G(n1,n2) =
Γ(−d/2 + n1 + n2)Γ(d/2 − n1)Γ(d/2 − n2)

Γ(n1)Γ(n2)Γ(d − n1 − n2)
. (13.26)

对所有的正整数 n1,2 这些积分都正比于

G1 = G(1, 1) = − 2g1

(d − 3)(d − 4)
, g1 =

Γ(1 + ε)Γ2(1 − ε)
Γ(1 − 2ε)

, (13.27)
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比例系数是 d 的有理函数。

注意在 k → ∞ 处， (13.22) 的分母部分的行为是 (k2)n1+n2 。因此，这

个积分在 d ≥ 2(n1 + n2) 时是发散的。
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